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Resumen

En este articulo panoramico, presentamos conceptos de base
del algebra universal tales como definiciones fundamentales y
teoremas de homomorfismos. Damos los rudimentos de la teoria
de reticulos, el teorema HSP de Garrett Birkhoff sobre clases
ecuacionales, y mencionamos tres areas de investigacién del dlge-
bra universal.

Clasificacion del AMS (2000): 08-02, 06B05.

1. Introduccidén.

Al final del siglo XIX, las matematicas disponian de una variedad
de estructuras algebraicas tales como grupos, algebras de Lie, espa-
cios vectoriales, algebras de Boole, etc. En 1898 aparecié el libro de
Whitehead A Treatise on Universal Algebra ([9]), cuyo autor trataba
de unificar todas esas estructuras por medio de una teoria ecuacional.
Sin embargo, los conceptos del dlgebra universal tal como la conocemos
hoy dia tardaron otros treinta anos para ser descubiertos. Algunos de
ellos se encuentran implicitos en el manual de Van der Waerden Mod-
erne Algebra ([8], 1931), pero quien empezé a desarollar el campo de
manera mas formal fue Birkhoff ([1], [2], 1933-1935).

En este articulo presentamos los conceptos basicos de este campo
muy activo de las matemadticas (Seccién 2), asi como del subcampo que
constituye la teorfa de reticulos (Seccién 3). En la Seccién 4, enunciamos
el Teorema HSP de Birkhoff, y la ultima seccién estd dedicada a tres
areas recientes de investigacion.

Todas las notaciones usadas se pueden encontrar en [6].
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2. Conceptos basicos.

Definicién 2.1. Un dlgebra (universal) es una pareja A = (A, f;(i €
I)) donde A es un conjunto no vacio llamado universo del algebra, y
cada f; es una operacion n-aria o de rango n; sobre A, es decir una
funcién de A™ a A, con n; > 0. Cuando n; es igual a cero, la operacién
es simplemente una constante, y se le llama operacion nularia. Para
operaciones de rango uno, dos y tres, decimos unaria, binariay ternaria
respectivamente.

Noétese que A denota un algebra, mientras que A es un simple con-
junto.

El tipo del dlgebra A es la familia de sus rangos (n;,i € I) . Dos
algebras son similares si tienen el mismo tipo.

Ejemplos. 1) Un grupo es un dlgebra G = (G, ., !, e) de tipo (2, 1,0)
que satisface, para todos x,y, z € G, las ecuaciones

(i) z.(y.2) = (z.y).z (asociatividad),

(ii) x.e = e.x = x (e es neutro para el producto),

(iii) z.x7 ' =27 .x = e (z7! es el inverso multiplicativo de x).

2) Un espacio vectorial es un dlgebra V.= (V, 4+, —.,0, f\, (A € K))
tal que (V, 4+, —, 0) es un grupo abeliano, las f) son operaciones unarias
indexadas por un campo K y se cumplen las siguientes ecuaciones para
todos z,y € Vy o, € K:

(i) fi(z) =,

(ii) fa(x + y) = fa(x> + fa(y>>

(ill) favs(2) = falz) + f5(2),

(iv) fap(x) = fa(fa(2)).
Definicién 2.2. Sea A = (A, f;(i € I)) un algebra. Un subuniverso
de A es un subconjunto U de A que es cerrado bajo las operaciones

del algebra, i.e. para toda operacion n;-aria f; y todos ug, ..., u,, , € U,
tenemos f(ug, ..., un, ,) € U.

Si U es un subuniverso no vacio de A, se dice que U = (U, f;|yn:)
es una subdlgebra de A. Claramente, U tiene el mismo tipo que A.

Sea (A;(j € J)) una familia de dlgebras similares. El producto A =
HAj de la familia es el algebra de mismo tipo cuyo universo es el

J
producto de los conjuntos A; y en el cual las operaciones estan definidas
por fi(<a€)>j€J> Y <a£Li—1>j€J) = <f((l€), Y af%—l))jEJ'

Una congruencia de A es una relaciéon de equivalencia sobre A que,
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vista como subconjunto de A2, constituye un subuniverso de A2. El
conjunto de congruencias de A se denota CON A.

Ejemplo 2.3. Sea N un subgrupo normal de un grupo G. La relacién
binaria # = {(z,y) € G* : z.y~' € N} es una congruencia de G.
Reciprocamente, para cualquier congruencia 6 de G, la clase ¢/6 del
neutro e es un subgrupo normal de G. Esta correspondencia biyectiva
entre subgrupos normales y congruencias de un grupo muestra que la
nociéon de congruencia constituye una generalizacion de la de subgrupo
normal.

Definicién 2.4. Sean A y B dos dlgebras del mismo tipo y § € CON
A. El 4lgebra cociente de A por 6 es el algebra A/0 del mismo
tipo que A, con universo el conjunto A/6 de las clases de equivalencia
de 6, donde las operaciones son definidas por fi(ag/0,...,an,—1/0) =
filag, ..., an,—1)/0.

Un homomorfismo de A a B es una funcién h entre los conjun-
tos Ay B tal que para todos i € I y ag,...,an,—1 € A, se cumple

hfi(ao, ceey ani_l) = fi(h(a,o), ceey h(ani_l).

El siguiente teorema, conocido como Teorema de homomorfismos,
generaliza los clasicos teoremas del mismo nombre, en teoria de grupos
o de anillos.

Teorema 2.5. Sean A y B dos dlgebra del mismo tipo, h un homomor-
fismo suprayectivo de A a B, 0 una congruencia de A yg: A — A/0
el mapeo cociente, que a cada elemento de A asocia su clase bajo 0.

(i) El micleo kerh = {{x,y) € A% : h(z) = h(y)} de h es una

congruencia de A.

(ii) g es un homomorfismo suprayectivo.

(iii) Si ker h = 0, entonces la unica funcion f : A/ — B tal que
fg = h es un homomorfismo entre A /0 y B.

3. Reticulos.

El concepto de reticulo tiene su origen en la formalizacion de la
légica proposicional (De Morgan 1847, Boole 1854). Los matematicos
que dieron una definiciéon abstracta de esta estructura fueron Peirce
(1880), Schroder (1890-1905) y Dedekind (1897).

Definicién 3.1. Un reticulo es un algebra L = (L, A, V), donde A y
V son operaciones binarias conmutativas y asociativas que satisfacen,
para todos x,y € L:
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(i) x Nz =z Vo = (idempotencia),

(i) xA(xVy) =xV(xAy) =2z (leyes de absorcidn).

Es facil ver que existe una correspondencia biunivoca entre reticulos
y conjuntos ordenados en los cuales cualquier pareja de elementos x y
y tiene infimo x Ay y supremo x V y. La relacion de orden se define por
r<ysS ANy =2z

Un ejemplo muy conocido de reticulo es el dado por los subconjuntos
de un conjunto, con la interseccion y la uniéon como operaciones. En este
caso, el reticulo es completo, es decir que cualquier subfamilia tiene
infimo y supremo.

Para cualquier dlgebra A, los subuniversos de A forman un reticulo
SUB A, enel cual U AV = UNYV para todos subuniversos U, V, y
U VYV es el subuniverso generado por U UV, o sea la interseccién de
todos los subuniversos de A que contienen a U U V. El reticulo SUB
A es completo. De manera similar, las congruencias de A forman un
reticulo completo CON A.

Un conjunto ordenado finito (o discreto) puede ser representado
por un diagrama de Hasse, donde los elementos son representados por
puntos, x < y implica que el punto que representa x estd mas abajo
que el que representa y en el diagrama, y se pone una arista entre dos
puntos cada vez que hay una relacién de cobertura entre los elementos
correspondientes, es decir y cubre a z si y sélo si y > x y para todo z
tal que x < z < gy, tenemos z = x 0 z = y. En las Figuras 1 y 2 se
encuentran diagramas de Hasse de los reticulos N5 y M3 mencionados
en los Teoremas 3.1 y 3.3.

Definicién 3.2. Un reticulo L es modular si para todos z,y,z € L,
xz < zimplica que 2V (y A z) = (xVy) A z. Se dice que L es distributivo
si para todos x,y,z € L tenemos z A (yV z) = (xAy)V (zAz). Es claro
que todo reticulo distributivo es modular.

Teorema 3.3 (Dedekind 1900). (i) El reticulo de congruencias de
cualquier grupo es modular.

(ii) Un reticulo L es modular si y sélo si no contiene subreticulos
1somorfos a Ns.

Teorema 3.4 (Funayama-Nakayama 1942). El reticulo de con-
gruencias de cualquier reticulo es distributivo.

Teorema 3.5. Un reticulo es distributivo st y solo si no tiene sub-
reticulos 1somorfos a Ng 0 a Mg.
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Figura 1: Nj Figura 2: Mj;

4. El teorema HSP de Birkhoff.

Una wariedad es una clase de dlgebras del mismo tipo cerrada bajo
la formacién (salvo isomorfismos) de imédgenes homomorfas, subdlge-
bras y productos. Estas formaciones de nuevas algebras corresponden
a operadores que actuan dentro de una misma variedad y se denotan
respectivamente por H, S y P. Se puede demostrar que para una clase
IC de algebras del mismo tipo, la variedad generada por K es HSP(K),
es decir que es suficiente cerrar la clase formando primero productos,
luego subélgebras y al final imagenes homomorfas para obtener una
variedad.

Una clase ecuacional es una clase de dlgebras del mismo tipo que
es definida por un conjunto de ecuaciones, es decir férmulas que uti-
lizan tnicamente variables, los simbolos de operaciones del tipo dado,
el simbolo de igualdad y el cuantificador universal. Por ejemplo, los
grupos forman una variedad que tiene subvariedades como la subclase
formada por los grupos abelianos. Los reticulos distributivos forman
una subvariedad de la variedad de reticulos. Para ver que los reticulos
modulares también forman una variedad, es necesario dar una definicién
equivalente a la ley modular que no use el simbolo < ni la implicacién.
Esta definicion es la ecuacion ((x A z) Vy)Az) = (x Az)V (y A z).

El muy importante teorema HSP de Birkhoff, cuya demostracién
tiene varias paginas e implica la formacién de algebras libres, es el
siguiente:

Teorema 4.1. Sea K una clase de dlgebras similares. Entonces K es

una variedad si y solo si es una clase ecuacional.

9. Subcampos recientes de investigacion.

El algebra universal cuenta con numerosos adeptos que se encuen-
tran principalmente en Estados Unidos, Europa del Este y Canada. En
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esta ultima seccién, mencionaremos brevemente tres de los temas mas
importantes que se siguen desarrollando a la fecha.

5.1. Los clones.

Un clon sobre un conjunto A es un conjunto de operaciones en A
cerrado bajo todo tipo de composiciones y contiene todas la proyec-
ciones ' : A" — A definidas por pl'(zg,...,z,_1) = ;. Los clones
sobre A forman un reticulo completo C(A). Este reticulo es en general
muy complejo, por lo cual los investigadores de este tema se restringen
a regiones bien definidas para su estudio. En particular, los clones min-
imales, es decir los que cubren el clon de las proyecciones, y los clones
maximales , i.e. que son cubiertos por el clon de todas las operaciones,
han dado lugar a numerosos articulos. A continuacién enunciamos cua-
tro teoremas importantes de la teoria de los clones.

Teorema 5.1 (Post 1921). C'({0,1}) es numerable.

Teorema 5.2 (Yanov-Muchnik 1959). Si A es finito y tiene mds
de dos elementos, entonces |C(A)| = 2%,

Teorema 5.3 (Rosenberg 1976). Si A es infinito, entonces |C(A)| =
224,

El siguiente resultado es de los mas importantes de esta drea. Seria
demasiado largo presentarlo con todas las definiciones que se necesi-
tarian, asi que lo mencionamos en forma abreviada.

Teorema 5.4 (Rosenberg 1965). Sea A un conjunto finito. Un clon
sobre A es maximal si y solo si tiene una de seis formas, definidas a
partir de relaciones sobre A.

5.2. El conmutador.

Si H y K son subgrupos normales de un grupo G, el conmutador
[H, K] es el subuniverso de G generado por los elementos de la forma
Ly lay, conx € Hyy € K. El subgrupo resultante es normal, y
es el subgrupo més pequeno G’ de G contenido en H N K tal que en
G/G’, todo elemento de H/G' conmuta con todo elemento de K/G".
La teoria del conmutador generaliza esta definicién para dlgebras que
pertenecen a variedades modulares, es decir cuyos miembros tienen su
reticulo de congruencias modular. Esta area fue desarrollada por Smith

(1976), Hagemann y Herrmann (1979) y Freese y McKenzie (1987).
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5.3. Teoria de las congruencias domadas.

En los anos ochenta, Hobby y McKenzie empezaron a desarrollar lo
que se convertiria en el subcampo mas en voga del algebra universal:
la teoria de las congruencias domadas, o Tame congruence theory en
inglés. Esta teoria se basa en una clasificacién de todas las algebras
finitas en cinco tipos, definidos a partir de sus congruencias. Estos tipos
son denominados respectivamente el tipo unario, el afin, el Booleano,
el tipo reticulo y el tipo semireticulo. Es decir que cada algebra finita
se comporta localmente como el dlgebra que corresponde a su tipo. A
partir de esta division se prueban teoremas muy potentes, y muchos
articulos que usan estos conceptos se siguen escribiendo.
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