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Resumen

En 1859 Bernhard Riemann fue admitido como miembro co-
rrespondiente de la Academia de Ciencias de Berlin y uno de
sus primeros deberes era presentar un reporte de sus trabajos
mas recientes. Para este reporte [4] Riemann eligi6 lo que seria
su tnico trabajo sobre teoria de niimeros, la distribucién de los
nimeros primos, donde la funcién zeta, que ahora lleva su nom-
bre tiene un papel importante. En este articulo, hacemos una
lectura del articulo de Riemann [4], recordando las ideas involu-
cradas sobre la funcién zeta, hasta arribar a la formulacién de
la conjetura (hip6tesis) de Riemann: los ceros no triviales de la
funcidén zeta tienen parte real 1/2. En esencia esto ocupa menos
de tres paginas del reporte de Riemann, las cuales traducimos
en el apéndice, para beneficio del lector interesado.

Introduccion

Pensando en la funcién zeta de Riemann, recuerdo el ensayo de
Borges, Kafka y sus precursoresincluido en [1], donde el punto principal
es la tesis de que cada gran creador inventa a sus precursores, de tal
forma que uno lee a éstos a luz de la obra actual. Que Riemann no
descubrié la funcion que lleva su nombre es un hecho conocido; que la
funcién zeta no es la misma en Riemann que en sus precursores, también
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es claro; que a partir de Riemann leamos las apariciones previas de
zeta como manifestaciones primitivas de la misma, y que sélo tienen
sentido a partir del inico articulo [4] que Riemann escribi6 al respecto,
es exactamente la tesis de Borges. Entre los precursores de la funcién
zeta, bien puede incluirse el descubrimiento por los griegos de la época
clasica, al menos en la forma de paradojas, de que una suma infinita,
una serie, pueda tener una suma finita, por ejemplo la paradoja de
Aquiles y la tortuga de Zendén de Elea que, segin narra Aristoteles,
puede resumirse asi: un movil que estd en A no podra alcanzar el punto
B, porque antes debera recorrer la mitad del camino entre los dos, y
antes, la mitad de la mitad, y antes, la mitad de la mitad de la mitad,
y asl hasta el infinito. Dicho con simbolos, si la distancia entre A y B
la llamamos una unidad, Zenén preguntaba por la suma infinita
1 1 1 1
TR

No debe causar asombro que éste sea el primer ejemplo, entre los
precursores de Kafka, que Borges menciona en su ensayo, de tal for-
ma que Aquiles o la flecha del eleatico son los primeros personajes
que aparecen como términos de una serie infinita. Sin dejar la Grecia
clasica, la proposicion 35 del libro IX de los Elementos de Euclides
esencialmente muestra cémo sumar cualquier progresién geométrica

l+s+s++s"+-=) "=

n=0

1
1—s

cuya razén sea 0 < s < 1, el caso de la paradoja del eledtico corres-
ponde a la razén 1/2. Mas ain, Arquimedes, en su Quadratura de la
Pardbola de hecho calcula la suma de la progresién geométrica infinita
de razon 1/4. Hacia la mitad del siglo 14, en un libro que gozé de cierta
popularidad, Nicola Oresme demostré que la serie armoénica

LI
2 3 4
diverge. En el siglo 17 ya se podia probar que la serie (formalmente
simétrica con respecto a la serie geométrica al intercambiar s y n):

- L_, 1t 1 1
) T TR TR
n=1
converge para s > 1, por ejemplo usando el criterio de la integral. Sin
embargo, el calculo de su suma, para valores enteros de s > 2, habia

eludido a los matematicos de la época.
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El segundo precursor que quisiera mencionar es un texto, publicado
en Bolona en 1650 por Pietro Mengoli, dedicado a la teoria de series
infinitas, donde, en particular, considera la suma de los reciprocos de
los nimeros triangulares. Recordemos que un numero triangular T,
es el nimero natural que resulta al contar objetos, digamos piedras,
colocados en un tridngulo equilatero de base n:

[ J
[ ] [ J [ J
[ J [ ] [ ] [ J [ J [ J
[ J [ J [ [ ] [ ] [ ] [ [ J [ J [ J
lel T2:3 T3:6 T4:10

de tal forma que el n-ésimo nimero triangular es la suma

1
Tn:1+2+3+4+...+n:@,

por lo que la serie considerada por Mengoli es:

RIS R
376 10 15

cuyo término n-ésimo es
2 2 2
Ay = — — — — ——
"onn+1) n o n+1

de donde se sigue que la suma parcial de los primeros n términos es

S — 2_24_2_2_'_ + 2 _2+2_ 2
[ W ) 1 2 n—1 n n n+1l

2 2

1 n+1’

y asi la serie infinita converge a:
o0

2
2t

n=1

Mengoli ya sabia que la serie armodnica diverge, y se pregunta por
lo que sucede al considerar la suma de los reciprocos de los cuadrados
de los niimeros naturales:

11 1 1 1
1+ -+ — 4 — 4= —
+4+9+16+25+ ZkZ’

[
k=1
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maravillandose por el hecho de que haya podido sumar los reciprocos
de los numeros triangulares pero que no haya podido hacer lo mismo
con la suma de los reciprocos de los cuadrados, lo cual, segin él es-
cribe, “requiere la ayuda de un intelecto mas rico”. Asi, el problema de
calcular la suma de la serie

1 1 1 1
C(m)Z_l—m+2—m+3—m+4—m+—+ ka
para m > 2 entero ya estaba planteado claramente y, a principios del
siglo 18, varios matematicos, incluyendo a Jacob Bernoulli, trataban de
entender hacia donde convergia esta serie, un problema dificil debido a
su lenta convergencia. Daniel Bernoulli y Christian Goldbach intercam-
biaron varias cartas con resultados preliminares sobre ((2), que pronto
serian superados por L. Euler que, en este marco conceptual, hizo su
primer contacto con la funcién zeta y pronto mejoraria los cédlculos de
sus predecesores. Finalmente, en 1735, Euler anuncié que ¢(2) = 72/6,
un resultado que contribuiria establecer su prestigio como matematico
y que se difundié rapidamente entre los especialistas. Poco después,
Euler anunciaria la generalizacién del cdlculo anterior a ((2n), n > 1
entero, y en los siguientes 10 anos, debido a criticas y dudas, de sus con-
temporaneos y de él mismo, revisé y dio varias demostraciones de los
calculos anteriores, de tal forma que ya pudo incluir, en su Introductio
in Analysin Infinitorum de 1748, un tratamiento enteramente satisfac-
torio del tema. Es también relevante mencionar que, en un articulo
presentado a la Academia de San Petersburgo en 1739, Euler obtuvo
la descomposicién de ¢(n) en términos de un producto que involucraba
a todos los primos; este es el punto donde, més de siglo y medio des-
pués, B. Riemann comienza su tnico articulo [4] sobre la funcién que
lleva su nombre y que él denot6 por ((s), para s un nimero complejo.
Comencemos con el resultado de Euler:

. 1
Teorema (Euler). Sis > 1 es un real, entonces ((s) = H gt
p primo - b
Demostracion: Para cada primo p > 2 y s > 1, observemos que el
factor de Euler (1 —p—*)! es la suma de la serie geométrica con razén

r=p° <l

(1)

Ahora, hagamos variar al primo p entre 2 < p < ¢, para ¢ otro primo,
y multipliquemos las series (1) correspondientes. El término general de

1—pﬂ=1+p”+pﬁtuf“+~-
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este producto es de la forma
2—62~83—83-8 . q—eq~s — n—s,

donde
n:i=2%.3%...¢%,  (e; >0).

Obsérvese que un numero n aparece de esta forma si y sélo si sus
divisores primos son < ¢, y por el teorema fundamental de la aritmética
este n aparece sélo una vez. Se sigue que

1 —s
Hl_p—s: Z no

p<q p|n, p<q

donde la suma es sobre aquellos enteros positivos n cuyos factores pri-
mos son < q. Observemos ahora que en la suma del lado derecho en
particular aparecen todos los enteros del 1 al ¢; se sigue entonces que

(o) o0
I SRR
n=1 pln, p<q n=q+1
y aqui 3% n~° — 0 cuando ¢ — oo. Por lo tanto

—~ . e 1 1
;nszq&g > nr=lim [ —== 1] 1=

p*
pln, p<q p<q p primo

O

La expansién en producto de Euler de ((s) guarda el teorema fun-
damental de la aritmética en una séla ecuacion. Esto muestra, de inicio,
la importancia aritmética de la funcién zeta.

La funcién zeta. En 1859 Bernhard Riemann fue elegido como miem-
bro correspondiente de la Academia de Berlin y en el reporte sobre sus
trabajos mas recientes, que debia presentar a la Academia, Riemann eli-
gi6 a la distribucién de los niimeros primos, y en su reporte [4] comienza
citando el teorema de Euler sobre la descomposicién de ((s) como un
producto. Ya de entrada Riemann considera a ((s) como una funcién
de una variable compleja “siguiendo” el dictum futuro, (Hadamard),
de que en ocasiones la ruta a una verdad del mundo real, pasa por el
mundo imaginario (complejo). Asi, dados s = o +it € C y k> 1 un
entero, se tiene que, para Re(s) := o la parte real de s € C:

|k3| = |exp(s . lOg k)| = exp(Re(S) . IOg k) — kRe(s),
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y consecuentemente
n

D

k=1

1

ks

"1
:ZW

k=1

por lo que, si Re(s) > 1+ &, entonces

|1 |1
B
k=1 k=1
y asi la serie
o
1
>
n=1
converge absoluta y uniformemente en {s € C : Re(s) > 1+¢}y

por lo tanto define una funcién holomorfa en el semiplano {s € C
Re(s) > 1} a la que Riemann denota por

(=3 -

y a la que se suele llamar la funcion zeta de Riemann.

Una férmula integral para la funcién zeta. El primer objetivo del
articulo [4] de Riemann es obtener una férmula integral para la funcién
((s) definida en el semiplano Re(s) > 1 mediante la serie anterior y,
usando esta formula, deducir que ((s) se extiende a una funcién holo-
morfa en todo el plano complejo excepto por un polo simple en s = 1.
La demostracién descansa en una féormula integral para la funcién gam-
ma de Euler que, para Re(s) > 0, estd definida por la integral impropia

convergente
o0 0 dx
['(s) :/ e "5 tda :/ e "ot —
0 0 T

la cual satisface las propiedades siguientes (véase [6]):

(1) I'(s) es holomorfa en el semiplano Re(s) > 0.

(2) I'(s) admite una continuacién meromorfa a todo el plano complejo
y sus unicos polos son simples en s = —n, n > 0 entero, y no tiene
Ceros.

(3) T'(s) satisface las ecuaciones funcionales siguientes:
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(i) T(s+1) = sT'(s).

(4) T'(s) tiene los valores especiales siguientes:

(i) T'(1) =1, lo cual se sigue directo de la definici6n.

(ii) I'(n+ 1) = n!, n > 1 entero, se sigue aplicando 3(i) y 4(i).

Para relacionar la funcién gamma con la funcién zeta, Riemann
comienza con la definicién de gamma:

['(s) :/ e_‘”xsd—x, para Re(s) > 1
0 J/‘

y hace la substitucion x — nx, para n > 1 entero, lo cual da la ecuaciéon

o d o d
[(s) = / e*m(n:z:)sH = ns/ e*m"xs—x,
0 0

nx T

1 > d
[(s)— = / ez 20
0

ns T

i.e.,

y luego sumando sobre n > 1 e intercambiando la integral y la suma,
gracias al teorema de Fubini, se obtiene

= 1 = OO —nx sdx * o —nx sdx
P(s><(s>=r(s)zﬁzz/o ‘ x?:/o S et
n=1 n=1 n=1

oo
y usando el hecho de que Zr‘" = (r —1)"! con r = €” se sigue que

n=1

@) D(s) C(s) = / Tl pdr / T

e —1 «x et —1

La igualdad (2) anterior, que se obtuvo usando operaciones elemen-
tales a partir de la funcién exponencial, bien podria haber sido obtenida
antes de Riemann, para s > 0 real. Sin embargo, en este punto Rie-
mann ya sabia como definir la integral en (2) para una variable com-
pleja s, reemplazando la integral impropia de (2) por una integral de
linea alrededor del punto de ramificacién del integrando. Veamos como
procede Riemann: pongamos
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y observe que F(—z) = zG(z). Las funciones F(z) y G(z) son mero-
morfas en C con polos en z = 27ik, k € Z . Fijemos ahora un real ¢ tal
que 0 < e <27 y sea

C = (00,e] 4+ Ce + [g,00)

la trayectoria dada por la semirecta £; de oo a &, luego sobre la cir-
cunferencia C, : z = 7% 0 <t < 27, en sentido negativo y finalmente
sobre la semirecta £o de € a oo:

Ly
=
<_

L,

Ce

jes] J
m

Consideremos ahora la integral, para Re(s) > 1:

/G(z)zSIdz:/ G(z)zSIdz—i-/ G(Z)ZSIdZ—i-/ G(2)2° tdz,
C L1 Lo

€

s—1 .

donde z = e(s=D1ogz para el valor principal de log z dado por

logt para z =t € (00, ¢€)
log z = )
logt + 27 para z =1 € (g,00).

Se tiene que:

/G(z)zs_ldz = /G(t)ts_ldt:—/ G(t)t*~'dt,
L1 €

o0

/G(z)z“dz = / estG(t)tSIdt:eZ’”s/ Gt dt,
Lo €

£

a que. en £2 P e(s—l)[logt+27ri] — 5~ 12mis o —2mi _ ys—1,2mis
) ) )

27
I(e) = G(2)2*'dz = G(ee )3~V (_gjeit) dt

C: 0
2m
= —i/ £°G(ze ") M dt,
0
ya que para z = ce | dz = —cie "dt. Se sigue que
/ G(2)2* 'dz = —/ Gt)t* tdt + 62“5/ G)t* tdt + I(e)
C € €

= [e™ —1] /OO Gttt + I(¢),



LA FUNCION ZETA DE RIEMANN 71

y como Re(s) > 1, entonces la integral I(¢) — 0 cuando ¢ — 0. Fi-
nalmente, como la integral [, G(z)z* 'dz no depende de ¢, pasando al
limite cuando € — 0, se tiene que

/C G(2)2"dz = [*is — 1] /0 e

Pongamos ahora

La integral que define a H(s) converge absolutamente para toda s € C
y por lo tanto define una funcién entera. Es claro que H(s) no depende
del valor ¢ entre 0 y 27.

Haciendo el cambio de variable z — —z y notando que si z = |z|e®,
entonces —z = |z]e?~"" y por lo tanto

(_Z)sfl — 6(sfl)(log |z|—im) _ 6(sfl) log \z\e(sfl)(fzﬁr)

— zsflefmsewr — _efmszsfl

y asi, como bajo z — —z se tiene que —C' — C, entonces

O R Rl SR

- d , d
— / F(_z)zsfl(_efms)_z — _ems/ F(_Z)zsfl_z
c z c z

= —e_ms/ zG(z)zs_l—z = —e_ms/ G(2)2* dz.
c 4 c

Asi, para Re(s) > 1, se tiene que

H(S) — _6—7ris/G(Z) s—ldz_ 6—7rzs 2ms_ / G ts ldt

) 05— 1
—_ ms_ —Tis G ts ldt 7rzs_ —Tis dt
[ e e [ i
o0 $5— 1
= —2isen(7rs)/ dt
0

et —1
= —2isen(mws)((s)['(s) por (2),

de donde se sigue que

—2miC(s)

H(s) = —2isen(ws)((s)'(s) = Ta—s)"
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por la propiedad 3(ii) de I'. Multiplicando por i y despejando se obtiene

((s) = ip(l —s) /C w

2 e —1

Observe ahora que la formula anterior es valida para toda s € C,
excepto s = 1, ya que la integral que define a H(s) converge para todos
los valores de s porque e* crece mas rapido que z°, cuando z — oo,
y la convergencia es uniforme en dominios compactos; se sigue que
H(s) es holomorfa. Por otra parte, I'(s — 1) es meromorfa en C con
polos s = 1,2,3,... y como, para Re(s) > 1, ((s) = > .7 1/n® no
tiene polos, entonces la integral H(s) debe tener ceros en s = 2,3,4,...
que cancelan los polos correspondientes de I'(s — 1) en esos valores.
Finalmente, para s = 1 se tiene que lim,_,; {(s) = oo. Resumiendo, la
férmula integral para ((s) anterior muestra que ((s) se extiende a una
funcién holomorfa en C \ {1} y tiene un polo simple en s = 1.

La ecuacién funcional. El segundo objetivo del articulo de Riemann
[4] es mostrar que ((s) satisface una ecuacién funcional que relaciona
C(s) con (1 — s), donde esta tltima expresién tiene sentido ya que
((s) se extiende a todo el plano complejo como mostramos antes. Para
obtener la relacion deseada, consideremos las dos trayectorias siguientes

2mmi
[ P
[ o0 e ) o0
o
i —2mmi
Ch —C

donde el cuadrado tiene vértices +(2n+1)m £ (2n+1)7i, la circunferen-
cia tiene radio € < 27 y las semirectas horizontales recorren el semieje
real de +00 a e y de € a 400 como se indica. Nétese que C', cambiando la
orientacién de —C', es la trayectoria que se usé para definir a la integral
H (s) anteriormente. Consideremos ahora el ciclo C,, — C' y observemos
que este ciclo rodea una séla vez a cada uno de los puntos +2mmi, para
1 <m < nyes claro que la funcién f(z) = (—z)*!/(e* —1) tiene polos
simples con residuos (F2mmi)* ! en cada uno de estos puntos. Por el
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teorema del residuo se sigue que

1 _~\s—1 n
omi Jo o (ezzz : dz = mZZIn(iQmM;Cn + C)Res(f(z); £2mi)
= Z [(—2m7rz')s_1 + (2m7ri)3_1]
m=1
— Z(Qmﬂ_)s—l [(_Z-)s—l + (Z-)s—l]
m=1
y observamos que i = e™/2 y —i = ¢~™/2 por lo que

[(—i)s_l + (i)s_l] :em'(s—l)/2 + 6—7rz’(s—1)/2 — 92¢c0os (7T(S _ 1)/2):

= 2sen(mws/2)
y por lo tanto

n

() L/ (_Z)SAdz = st*1(27r)s*12sen(7rs/2)

21 Jo, ¢ €5 —1

m=1
n

= 2(27)* 'sen(ns/2) Z

m=1

1

mi—s '

Escribamos ahora la curva C,, = C,, 4+ C}/, donde C}, es el cuadrado
y C' son las semirectas de +o00 a (2n+ 1)7. Para comenzar observemos
que, en C/, |e* — 1] > una constante que no depende de n. Por otra
parte, en C/, |(—2)*"!| estd acotada por un miiltiplo de n’ !, donde

s = o + it. Se sigue que
D 2 € C,'L}

_ J\s—1
/ (—2) dz‘
c e —1
1

IN

(-2
1

long(C! )sup {

long(C")(constante) n”~
Kn?,

<
<

la dltima desigualdad porque la longitud del cuadrado long(C!) =
16m 4+ 8 y asi K es una constante que no depende de n también. De la
desigualdad anterior, si la parte real o de s es tal que o < 0, entonces
Kn? — 0 cuando n — oo. Se sigue que la integral anterior tiende a 0
cuando n — oo. En forma similar se prueba que la integral sobre C)
tiende a 0 cuando n — oo. Por lo tanto

h’mi/c (=, - 1 / S M TR

n—o0 271 o €6 —1 2mi f o e#—1 2mi
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Asi, para el lado izquierdo de (x) se tiene que

lim L/ (_Z)SAdz -1 (=) dz = —LH(S)

Cp—C e? — 1 27TZ -C er — 1 27TZ

y, para el lado derecho de (x),

n

1
, s—1 . s—1
lim 2(2m)*"" sen(ms/2) z_:l —— =2(2m)" " sen(ms/2)¢(1 - 5),
de donde se sigue que
1
—%H(s) = 2575 Lsen(7ws/2)((1 — s).
Ahora, como probamos antes,
—2miC(s)
H(s) = ——

que, junto con lo anterior nos da

H(S)F(l. —5)

57 = 2°7" " 'sen(ms/2)( (1 — s)['(s — 1)

(s) =~

0, usando la identidad T'(s)['(s — 1) = n/sen(rws), la igualdad anterior
se puede reescribir como

C(1 =) =2(2m) °I'(s) cos(ms/2)((s),
y hemos asi obtenido la ecuacién funcional de la funcién zeta:

Teorema (Riemann). La funcidén zeta es una funcion meromorfa en
C, con un unico polo simple en s = 1, y satisface la ecuacion funcional

C(1—s)=2(2m) °T(s) cos(ms/2)((s).
U

Valores especiales de la funcién zeta. Por la descomposicién en
producto de Euler, no debiera ser una sorpresa que al evaluar la fun-
cién zeta en ciertos enteros los resultados tengan significado aritmético
especial. Comenzamos observando que la funcién

z
e —1

f(z) = F(=2) = 2G(2) =
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es una funcién meromorfa con polos en z = 27ik, k € Z \ {0}, por lo
que tiene una expansion en una vecindad de z = 0, de hecho en el disco
|z] < 2w, de la forma

z
P + 3 es una funcion par, y por lo tanto en
e J—

la expansién anterior los coeficientes B, = 0 para toda n > 1 impar.

Algunos valores de los nimeros B,,, llamados nimeros de Bernoulli, son

y notamos ahora que

BOZ]_, 31:—1/2, B2:1/6, B4:—1/30, B6:1/42, B8:—1/30, etc.

Teorema. Para todo entero n > 0 se tiene que

By,
((1—n)=(-1)""1=" paran > 0 entero.
n

Demostracion: Para la funciéon f(z) que define a los nimeros de
Bernoulli, obsérvese que (n —1)!f(z)27"! tiene un polo en z = 0 cuyo
residuo se calcula facilmente

oo

B
Res,—o ((n — 1)!f(2)z"""') =coeficiente de 27" en (n—1)! Z k—fzk’”’l
k=1
=,
asi basta probar que
e 1 n— ¢d—n)
n-1.,_ _— n—1 _
Res,—of(2)z =o)L f(z)z7" dz = T

para 0 < ¢ < 27 y donde el circulo |z| = ¢ estd orientado positivamente.
Recordemos ahora la funcién

H(s) = /E F(—z)zs’lﬁ

z

que apareci6 en el calculo de la férmula integral para zeta:

H(S)F(l — 5)

271

() C(s) = —

b
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de tal forma que la integral que aparece en el calculo del residuo anterior
es precisamente el valor de H(s) en s =1 — n, por lo que

1 1
o F(2)z2" " = — | F(2)z" 'dz=—H(1—
Res,—o F'(2)z 2 o (2)z =g (1—mn)

B 1 2mi¢(1—n)

 2m D(n) por (+)

_ =n)
(n—1)1"

como se queria. O

Usando el teorema anterior y la ecuacién funcional obtenida por
Riemann, para s = 2n con n > 1, se obtiene la igualdad

(118 e ony = 922021 (2n) cos (2”7”> C(2n),

2n
de donde se sigue que

(—=1)""1(27)?" By,

Cn) = —5 a0

que recupera la formula de Euler mencionada previamente, en particu-
lar, si n = 1, como By = 1/6, se obtiene que ((2) = 72/6. Nétese que
esta férmula de Euler no se ve facil de deducir de la formula integral
para zeta que Riemann obtuvo al principio; quiza el problema de derivar
la formula de Euler llevé a Riemann al descubrimiento de la ecuacién
funcional para la funcién zeta.

Los ceros triviales de zeta. De la igualdad
n—lBﬂ
¢(1—=n)=(—1)"""— paran > 0 entero
n

y como los nimeros de Bernoulli de indice impar > 1 son cero, se sigue
que

0=((-2)=((-4) =¢(-6) =---=((—2n), paratodan > 1.

A los numeros de la forma s = —2n, n > 1, se les llama los ceros
triviales de la funciéon zeta.

Los otros ceros de zeta. De la expansion en producto de Euler

(o) = JI ——, Rels)>1,

l—p—s’
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se sigue que ((s) no tiene ceros en el semiplano Re(s) > 1. Ahora,
como I'(s) no tiene ceros, de la ecuacién funcional de la funcién zeta,
descontando los ceros triviales se sigue que s es un cero de ((s) si y
sélo si 1 — s lo es, y consecuentemente ((s) tampoco tiene ceros en
el semiplano Re(s) < 0, y por lo tanto todos los ceros no triviales de
((s) estdn en la franja 0 < Re(s) < 1 y, mds ain, estos ceros estdn
distribuidos simétricamente con respecto a la recta vertical Re(s) =
1/2.

En este punto del articulo de Riemann, al final de la tercera pagina
(de un total de 8), conjetura que todos los ceros no triviales de ((s)
estan en la recta Re(s) = 1/2. Esta es la célebre hipdtesis de Riemann,
de la cual él mismo dice, en el articulo en cuestiéon, que “le gustaria
tener una demostracion rigurosa, pero que tiene que ponerla a un lado,
después de unos intentos vanos, porque no es necesaria para su objetivo
inmediato”, a saber la demostracién de su férmula para el nimero de
primos menores que una cantidad x dada.

Hadamard demostré que ((s) no tiene ceros en la recta Re(s) =1y,
por la ecuacién funcional, consecuentemente tampoco tiene ceros en el
eje Re(s) = 0. De hecho, Hadamard y de la Vallée-Poussin demostraron,
independientemente, en 1896, que la ley de distribucion de primos es
equivalente a la afirmaciéon de que la funcion zeta de Riemann no tiene
ceros con parte real igual a 1, y consecuentemente obtienen el teorema
de los niimeros primos.

En 1914, G. Hardy [3] demostr6 que ((s) tiene un nimero infinito
de ceros en la recta Re(s) = 1/2.

Observacién. En [4] Riemann da dos demostraciones de la ecuacion
funcional de la funcién zeta y aqui hemos reproducido la primera de
ellas. Uno podria preguntarse por qué Riemann hace esto en un articulo
de corte resumido. Una posible respuesta seria la siguiente: la primera
demostracion, que hemos reproducido arriba, tiene la ventaja de que
en el transcurso de la misma se obtiene una férmula integral para la
funcion zeta que después se usa para recuperar los calculos de Euler para
((2n). La segunda demostracién no muestra ninguna bondad inmediata,
y parte de la misma idea ahora con la substitucién z — 7n2z en la
formula integral para la funcién gamma de Euler, para después obtener
la igualdad

P rn2e sl
7 °T(s)((2s) = / E e ™ Ixs—x,
0 p=1 v
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donde el integrando proviene de la serie theta de Jacobi

Q(Z) — Zemn2z =14+ 2Z€m’n2z,
n=1

neZ

es decir,
*1 dx

7T (5)C(25) = / Loiz) — 1)+ 2

0 2 x

y haciendo la substitucién s — s/2 esto se puede escribir como

—s/2 *1 . s/2 dx
A(s) =7 D(s/2)¢(s) = [ 5 (0(iz) = 1)z*"—,

0 2 x
y entonces Riemann nos recuerda, citando a Jacobi (que a su vez cita
a Poisson) que la funcién theta de Jacobi representa una funcién holo-
morfa en el semiplano {z € C : Im(z) > 0} y ademds satisface la

ecuacion funcional:
0(—1/2) = +/2/ib(2).

De aqui Riemann deduce la ecuacion funcional de la funcién zeta
en la forma A(s) = A(1 — s). Desde un punto de vista conceptual ésta
es una demostracion mas satisfactoria ya que nos dice que la funcién
zeta satisface la ecuacion funcional correspondiente porque es la trans-
formada de Mellin de una funcién modular, a saber la funcién theta
de Jacobi, una idea que resonard en la teoria de nimeros en los anos
siguientes, tanto en el siglo 19 como en el siglo 20, hasta culminar con
la demostracién de la conjetura de Fermat a finales del siglo pasado.
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Apéndice. Ofrecemos a continuaciéon una traducciéon de las primeras
tres paginas del articulo [4] de Riemann de tal manera que el lector
podré verificar qué tan cerca seguimos el original de Riemann en la
lectura que hicimos en nuestra exposicion.

Sobre el niimero de primos menores que una
cantidad dada'

Bernhard Riemann

Creo que la mejor manera de expresar mi gratitud por el honor
que la Academia [de Berlin] me ha conferido al nombrarme uno de sus
miembros correspondientes, es usar el privilegio que esta membresia
conlleva para comunicar una investigacion sobre la distribucion de los
nimeros primos, un tema que atrajo la atencion de Gauss y Dirichlet
durante muchos anos.

En esta investigacién tomaré como punto de partida la observacion

de Euler de que el producto
H 1 1
1 —ps o ns’
p p n

donde p recorre todos los niimeros primos y n recorre todos los niimeros
naturales. A la funcién de una variable compleja s que estas dos expre-
siones definen cuando convergen, la denotaré por ((s). Estas expresiones
convergen sélamente cuando la parte real de s es mayor que 1; sin em-

bargo es facil encontrar una expresion de esta funcién que siempre es
valida. [En efecto,] usando la ecuacién

o0 r
/ e—nxxs—ldl, — (S)
0

ns

!Traduccién de F. Zaldivar de las primeras pdginas de Uber die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grosse, incluido en Gesammelte Mathematische
Werke, reimpreso por Dover, New York, 1953, 145-155.
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uno encuentra que

e? —1

rcs) = [ S

Si ahora uno considera la integral [de linea]

/ (—;)idfc

de +00 a 400 en el sentido positivo a lo largo de la frontera de un
dominio que contiene al 0 pero ninguna otra singularidad del integrando
en su interior, entonces facilmente se ve que esta integral es igual a

—mis __ TS > xs_ldx
(e ™)
0

er —1°

s—1 s—1)log(—z)

si en la funcién multivaluada (—z)*~"' = e! el logaritmo de —z
estd determinado de tal manera que es real para valores negativos de
x. Asi,

00 (_x)s—ldx

et —1

2sen(ms)I'(s)((s) = z/

o0
donde la integral se defini6 arriba.

Esta ecuacién define la funcién ((s) para todos los complejos s y
muestra que es univaluada y finita para todos los valores de s diferentes
de 1y que se anula cuando s es un entero par negativo.

Cuando la parte real de s es negativa, la integral se puede tomar, en
lugar de en el sentido positivo a lo largo de la frontera del dominio da-
do, en el sentido negativo a lo largo de la frontera del complemento de
este dominio porque en este caso [cuando Re(s) < 0] la integral sobre
valores con moédulos infinitamente grandes es infinitamente pequena.
Pero, dentro de este dominio complementario las tinicas singularidades
del integrando son los multiplos enteros de 27i, y por lo tanto la in-
tegral es igual a la suma de las integrales tomadas alrededor de estas
singularidades en el sentido negativo. Como la integral alrededor del
valor n2mi es (—n2mi)*~'(—2mi), esto nos da

2sen(rs)[(s)¢(s) = (2m)° Y 0" (=)t +a Y,

y por lo tanto [nos da] una relacién entre ((s) y ((1 — s), la cual, por
las propiedades conocidas de la funcion I', se puede formular como la
afirmacién de que

L(s/2)m*/%((s)
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permanece invariante cuando s se reemplaza por 1 — s.

Esta propiedad de la funcién me motivé a considerar la integral
['(s/2) en lugar de la integral T'(s) en el término general de > n~%,
lo cual lleva a una expresién muy conveniente de la funcién ((s). De

hecho,
—F(s/2)7r_s/2:/ e T s

de tal forma que si uno pone

se sigue que
D (s/2)r=5/2¢(s) = / W(w)i—da
0
0, ya que

2(x) +1 =2 Y2[2¢(1/x) +1]  (Jacobi, Fund., p. 184),

se tiene que
T(s/2)r~%/%C(s) = /m¢(x)$%_1dx+/1¢,(1/x)x%(s_3)df
1 0

]_ ! 1 s
+§/ (m5(5_3) - x§_1> dx
0
1

Ry +/1 (o) (@27 =2 HP) da

Si ahora ponemos s = % +tiy
f _ o —s/2 —
O(5=1) (= D/ (s) = (1)
de tal forma que
)= — (B + / W(x cos( log z)dx

o también

£3/2
£(t) = 4/1 % cos(2 log x)dz.

Esta funcion es finita para todos los valores finitos de ¢ y se puede
desarrollar como una serie de potencias en t? que converge rdpidamente.
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Ahora, como para valores de s con parte real mayor que 1, log((s) =
— > log(1 — p~*) es finito, y ya que lo mismo es vélido para los otros
factores de £(t), entonces la funcién £(t) se anula sélo cuando la parte
imaginaria de t estd entre 1¢ y —1i. El nimero de raices de £(t) = 0
cuya parte real estd entre 0 y T" es aproximadamente

T T T
= —log— — —
27 2r 27
porque la integral [ dlog&(t) tomada en el sentido positivo alrededor
del dominio que consiste de todos los valores cuyas partes imaginarias
estan entre %z y —%i y cuyas partes reales estan entre 0 y 7' (salvo una
fraccién de orden de magnitud 1/T) es igual a [T'log(T/2mw) — Tli vy,
por otro lado, es igual a 277 veces el nimero de raices de £(t) = 0 en
el dominio. De hecho, se prueba que hay aproximadamente el mismo
ntimero de rafces reales? dentro de esta frontera y es muy posible que
todas las raices sean reales.® Me gustaria tener una demostracién rigu-
rosa de esto, pero he puesto a un lado su buisqueda después de algunos
intentos vanos, ya que no es necesaria para el objetivo inmediato de mi
investigacion.

2En una carta citada en las observaciones al final del articulo de Riemann, por los
editores de sus obras completas, en la pagina 149, Riemann dice que esta afirmacion
no ha podido probarla. Hasta la fecha permanece conjetural.

3La parte enfatizada (por el traductor) es, por supuesto, la célebre hipdtesis de
Riemann.



