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1 Introduccion.

La teoria de los Sistemas Dindamicos es la parte de las matematicas que
estudia mas directamente el movimiento. Ahi donde hay objetos que
se mueven, planetas, particulas, poblaciones, etc., ahi un matematico
especializado en el area de sistemas dindmicos puede trabajar.

Algunas dreas de las matematicas, asi como otros muchos espacios
de la cultura y la ciencia, experimentaron el inicio de lo que podriamos
llamar una nueva etapa de su desarrollo en la década de los sesentas
(1960-1970). Este es el caso de los Sistemas Dindmicos. Si bien la
popularidad que hoy gozan conceptos como conjunto fractaly dindmica
cadtica se explica como el resultado del trabajo de muchos anos en las
matemadticas, y en otras disciplinas, es innegable que en las 1ltimas
décadas del siglo XX vimos un crecimiento explosivo en la cantidad de
personas interesadas en su estudio y una difusién sin precedentes de
sus resultados més interesantes.

Muchos matematicos han participado en este proceso. Una lista
de todos seria imposible. Sin embargo queremos mencionar aqui a
uno de ellos: Stephen Smale. El trabajo de S. Smale, y del grupo de
matematicos relacionados con él, tiene muchisimas facetas y ha impac-
tado positivamente en varias ramas de las matemaéticas. Uno de sus
muchos aportes fue el siguiente: La presentacion de un modelo de sis-
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tema dindmico discreto en el plano (es decir, de una funcién continua
de una regién de R? en si misma) que reune dos caracteristicas: i) una
descripcion geométrica muy sencilla de su regla de correspondencia y
ii) la presencia de varios de los comportamientos dindmicos mas com-
plejos (presencia de érbitas homoclinicas, entropia positiva, estabilidad
estructural, y un atractor que es un continuo indescomponible son al-
gunos de ellos). A partir de su publicacién en 1965 (véase [Sma]) este
modelo se conoce como la Herradura de Smale.

La Herradura de Smale nos permitio, a los no especialistas en es-
tos temas, acceder por un camino directo y agradable a la observacion
de las propiedades dinamicas de los comportamientos que hoy se co-
nocen como caoticos. Un poco después, y de manera tal vez un poco
sorpresiva, uno puede darse cuenta que existe una relacion profunda
entre la Herradura y otro modelo simple de describir definido en el in-
tervalo I = [0, 1] de la recta real: la funcién conocida como la tienda,
T :1— 1. La grifica de T es una linea quebrada con sélo dos segmen-
tos rectos: el primero va del punto (0,0) al punto (%, 1) , v el segundo
va del punto (4,1) al punto (1,0) (véase la seccién 3). La Herradura
y T comparten, desde el punto de vista de la dindmica que generan,
muchas propiedades.

Aunque en este articulo conoceremos varias de las propiedades di-
namicas de 7', nuestra presentacion se guiara por un punto de vista un
poco mas general: Nuestro interés principal es el estudio de las pro-
piedades de la dindmica generada por funciones continuas definidas de
el intervalo I = [0, 1] en si mismo. De todas estas funciones, nos que-
daremos so6lo con aquellas cuya gréafica es una linea quebrada formada
por una cantidad finita de segmentos rectos. Pediremos ademds que
la pendiente en cada uno de estos segmentos sea, en valor absoluto,
mayor que uno. Las funciones que cumplen todas estas condiciones las
llamaremos quebraditas. Claramente T es una quebradita. No obstante
la relativa sencillez con la que definimos estas funciones, varias de las
propiedades dinamicas que ellas presentan son muy interesantes. In-
vitamos a nuestros lectores a conocer algunas de estas propiedades (y
con ello iniciar su conocimiento de T') en las siguientes paginas.

Demostraremos que si f es quebradita, entonces el conjunto de los
puntos en [ tales que su orbita es periddica o tiende a ser periddica
forma un conjunto denso en I. Mostraremos también que el conjunto
de los puntos en I tales que su drbita es aperiédica (esto es, de compor-
tamiento completamente distinto a las anteriores) también forma un
conjunto denso en I. Es decir, el conjunto de puntos en el intervalo que
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dan lugar a érbitas sencillas y el conjunto de puntos en el intervalo que
dan lugar a érbitas complicadas, ambos son densos en I.

El concepto de caos, cuya definicién recordaremos mas adelante,
también aparece al estudiar esta familia. Mostraremos que si f : [ — I
es quebradita, entonces existe un conjunto cerrado, invariante bajo f,
f(A) C A, tal que f|a : A — A es cadtica segun la definicién de R.
L. Devaney (véase [Dev], pagina 50). Ademds mostraremos que este
conjunto cadtico es grande en el sentido de que su interior no es vacio,

int (A) # ¢.

2 Presentacion de la familia.

Iniciemos con la presentacion de la familia.

Sea I el intervalo [0,1] en la recta real R. En este articulo sélo
consideraremos funciones de I en I. Todas las funciones se asumiran
continuas en . La familia de las quebraditas (que denotaremos con la
letra L) es la siguiente:

Definicién 1. La funcion f : I — [ esta en la familia £ si cumple las
siguientes dos condiciones:

i) Su gréfica es una linea quebrada (una poligonal). Es decir, existe
una particién finita del intervalo [0, 1], digamos P={t,=0, ¢y, ts,
ot =1}, t; 1 < t;, tal que la parte de la gréfica de f que une
(tiz1, f (ti—1)) con (t;, f (t;)) es un segmento de recta para cada
ie{1,2,...,0},y

ii) la pendiente m; en cada uno de esos [ segmentos, es mayor que 1
en valor absoluto, |m;| > 1.

Los siguientes funciones son dos elementos de la familia L.
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Esta familia posee algunos rasgos interesantes. En particular estu-
diaremos aquellas propiedades que cada elemento de esa familia exhibe
cuando es considerado el sistema dindmico discreto a que da lugar.

En la presentacién de esas propiedades (y en la demostracién de
algunas afirmaciones) haremos uso de algunos resultados conocidos del
Célculo Diferencial e Integral y de un primer curso de Andlisis Ma-
tematico (en particular el Teorema del Valor Intermedio y del Teorema
de Baire). Para evitar que nuestra presentacion sea excesivamente lar-
ga, algunas de las afirmaciones no vienen acompanadas de su demos-
tracion. La lectora y el lector estan invitados a aportar, en estos casos,
los argumentos necesarios.

De aqui en adelante, salvo que se indique algo distinto, todas las
funciones que consideraremos seran elementos de la familia L.

3 Propiedades dinamicas.

Dada f € L definimos f° = id, f' = f, y paratodan > 2, f* = fof" L.
De manera inmediata tenemos tres implicaciones:
i) Si g€ L, entonces h = f o g también es elemento de L.
ii) Para toda n € N se tiene que f" € L.
iii) Para toda x € [ y para toda n € N se tiene que f" (z) € I.

Esto nos permite definir para cada punto x en I el siguiente con-
junto:

o(z, f) = {x,f(x),fZ(x),...} cl,

que llamaremos la ¢rbita de x bajo f.

F)7 7 S F®)
' X

0 f(.x) 1

La dindmica de f aparece cuando consideramos cada 6rbita, o(z, f),
como las distintas posiciones que va recorriendo un objeto al paso del
tiempo. En ¢t = 0 estaba en z; ent =1en f(x);ent =2en f2(z);y
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asi sucesivamente.

tiempos 0 1 2 3 e n
posiciones x f(z) f*(x) f3(x) .-+ f'(x)°

Cada z en I da lugar a una érbita, es decir, a una secuencia de mo-
vimientos. Bajo este punto de vista la funcién f genera un sistema
dindmico discreto. Decir que nos interesa estudiar las propiedades
dindmicas de f es sélo otra manera de expresar que nos interesa co-
nocer cémo son todas las érbitas que ella y los puntos de I producen.

Definicién 2. Sea x € I. Decimos que x es:

i) un punto fijo de f si f (z) = x;

ii) un punto peridédico de f de periodo n, n € N, si f*(z) =z y
para toda 1 < k < n se tiene que f* (2) # x;

iii) un punto preperiédico de f si existen un punto periédico de f,
digamos z, y una n € N tal que f" (z) = 2.

Dada x en I, la 6rbita de x bajo f es un conjunto. Si lo pensamos
un poco mas, la o(x, f) es también una sucesioén: el primer elemento es
z, el segundo es f (z), el tercer elemento es f2? (x), y asi sucesivamente.
Por ejemplo si x es un punto fijo de f, entonces o(z, f) = {z} o, sin
faltar a la verdad, podriamos decir que o(z, f) = {z,z,z,...}, una
sucesion constante.

Obsérvese que si x es un punto fijo de f, entonces el punto (z, f (z))
pertenece tanto a la grafica de f como a la grafica de la funcién iden-
tidad, id : I — I, id () = z para todo xz € I. Consideraremos a los
puntos fijos como puntos peridédicos de periodo 1. Al conjunto de todos
los puntos periddicos de f lo denotaremos Per (f). Si x es un punto
periodico, diremos que x tiene una orbita periddica. De manera similar
definimos orbita preperiddica.

Sean [s,t] v [¢,d] dos subintervalos de I. Supongamos que existe
n € N tal que [¢,d] C f™ ([s,t]). A partir de la continuidad de f" se
pueden demostrar las siguientes dos afirmaciones:

i) Existe un subintervalo [a, 5] C [s, t] tal que [c,d] = f™ ([, f]) -

ii) Si [c,d] = [s,t], entonces existe un punto z € [s,t] tal que es
periddico bajo f.

Un elemento muy importante de la familia £ es la funcion T : I — T
dada por

[ 2zsize 0,1
T(x)_{ 2 —2zsize |1 1]
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Obsérvese que la o (%, T) es preperiodica, y la o (%, T) es periddica
de periodo 3.

En la literatura matematica en inglés, la funcién 7', es conocida
como tent map (nosotros le llamaremos simplemente T'). El sistema
dindmico que ella genera usualmente aparece como uno de los primeros
ejemplos cuando se estudia dindmica cadtica en el intervalo (ver [Dev]).

Definicion 3. Decimos que z es un punto asintoticamente periddico
(tiene drbita asintéticamente periddica) de f si existe y € Per(f) tal
que

lim | (x) — "(3)| = 0.

Es inmediato que todo punto peridédico o preperiédico es asintoti-
camente periodico.

Sea g : I — I dada por g (z) = z?. Considera la érbita de z =
bajo g. Se puede probar (la lectora queda invitada a hacerlo) que est
orbita cumple las siguientes caracteristicas:

i) Para todo n € N se tiene que 0 < "™ (3) < g (

i) lim,e0 g™ (3) = 0.

Por lo tanto la o (%, g) no es periodica ni preperiddica bajo g, pero
si es asintoticamente periddica.

1
2
a

) <35y

N[

Mostraremos a continuacion que una funcion quebradita no tiene
orbitas asintoticamente periddicas distintas a las orbitas periddicas o
preperiodicas.

Proposicion 4. Si x € I es un punto asintéticamente periédico de f,
entonces x es un punto periddico o preperiodico.

Demostracion: Sea P = {ty = 0,t,...,t = 1} la particién mencionada
en la definicién de f. Llamaremos a los puntos t;, ¢ = 0,1,...,[, los
puntos criticos de f. Sea z € Per (f). Esta dérbita tiene dos opciones:

0(:/)NP=660(: )P0

Caso 1. o(z, f)NP = ¢.

Supongamos que el periodo de z es k,y que o (2, f) ={20, 21, -, 2k 1}
donde z; = f7(2).

Sea 6 = min{|z; —t;|[0<j<k—1,0<i<I[} > 0. Supongamos
que para algin z € I la o (z, f) es asintoticamente periddica a la érbita
de z. Como el lim,, o [f™ () — f™(2)] = 0, existe ng € N tal que si
n > ng se tiene que

/" () = f* (2)] < 0.



LLAS QUEBRADITAS 83

Dada la definicién de 4, el intervalo [f™ (x), f™ (z)], o, en su caso,
el intervalo [f™ (z), f™ (x)], estd totalmente contenido en alguno de los
intervalos [t; 1,t;] si n > no.

Sean m; la pendiente de la grafica de f en el intervalo [t;_1,%;], y
my =min {|m;| |1 <i<I[}.

Si suponemos que para toda m € N se cumple que f™ (z) # f™ (2),
entonces para toda n > 0 se tiene lo siguiente:

i) [frotn (@) = frofn (2)] <6, ¥

i) [fret(z) = fror (2)] = (myg)" [0 (@) = f7 (2)]-

Como [f™ (x) — f™ (2)] > 0 y el lim, o (mf)" = oo (ya que
my > 1), obtenemos una contradiccién. Por tanto, si la o (z, f) es
asintoticamente periddica, entonces ella es peridédica o preperiddica.

Caso 2. o(z, f) NP # ¢.

Consideremos ahora en la definicién de ¢ sélo las cantidades |z; — ¢;]
cuando ellas son distintas de cero.

d=min{|z; — ;| #0[0 <j<k—1,0<i<I}.

Siguiendo el argumento empleado en el caso anterior se concluye
también en este caso que si una Orbita es asintoticamente periddica a
la érbita de z, entonces esa érbita es preperiddica o periddica. a

No es sencillo, pero se puede demostrar que para la funcién 7" : I —
I sucede lo siguiente: x € I es un punto periddico o preperiodico si y
solo si x es un nimero racional.

Los tipos de orbitas mencionados hasta ahora representan mowvi-
mientos sencillos. En todas las 6rbitas de estos tres tipos (periddicas,
preperiédicas y asint6ticamente periddicas) se tiene que la sucesion de
valores que va tomando f™ (x) tiende a un movimiento periddico cuando
n tiende a infinito.

En el caso de que la 6rbita de x sea asintoticamente periddica a la
érbita de y, punto periédico de periodo m, o (y, f) = {y1,y2, -, Ym},
tenemos que dada € > 0 muy pequena, existe ny € N tal que si n > ny,
entonces |f™(z) — f"(y)| < e. Esto quiere decir que a partir de un cierto
momento la érbita de x esta muy cerca de m puntos del intervalo. De
hecho, a partir ng, toda la érbita de x se encuentra en la uniéon de m
bolas de radio £ cuyos centros son los puntos de la o6rbita periédica de
Y,

{/"(x)In = no} C UL B: ().
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La siguiente definiciéon nos servira para formalizar lo que entende-
remos por movimientos sencillos.

Definicién 5. Sean = y 2z dos puntos en I. Decimos que z es punto
limite de la 6rbita de x si existe una subsucesién de o (z, f),

{f" ()| <nyg<ng<---},

tal que lim,, ,o f™ (z) = z. Al conjunto de todos los puntos limite de
o(x, f) lo llamaremos el omega conjunto limite de x, y lo denotaremos

por w (z, f).

Sea T : I — I la funcion que definimos antes. Entonces

)w($T)={3}vaqueo(37T) =333 .}

i) w (%,T) = %, %,g , ya que o (%,T) = %, %, g, .. } y toda sub-
sucesion de ella convergente es constante a partir de un cierto momento.

iil) w (55,7) = {?, 1,81 yva que T?(55) = 2 y a partir de ese
momento la érbita de es, en esencia, la orbita de %

Sea g : [ — [ una funcién no necesariamente en nuestra familia.
Observa que si x € I es asintéticamente periddico bajo g, digamos a
la 6rbita de z, z € Per (g), entonces w (z,g) C o(z,¢g). En particular,
la cardinalidad de w (z, g) es finita. Orbitas asintéticamente periédicas
tienen w conjuntos limite de cardinalidad finita. El siguiente teore-
ma contiene la afirmacion reciproca a este hecho. Su demostraciéon se
encuentra en la pagina 72 de [Blo].

Teorema 6. Sean © € [ y g : I — I una funcidn continua (no nece-
sariamente en nuestra familia). Si la cardinalidad de w (z, g) es finita,
entonces x es un punto asintoticamente periodico. O

Dado un punto, z € I, diremos que el movimiento representado por
su orbita es sencillo si la cardinalidad de su w (x, f) es finita. Observa
que las orbitas sencillas corresponden a movimientos que convergen a
orbitas periédicas.

Definicién 7. Sea x un punto en /. Decimos que x es un punto ape-
riédico (o tiene érbita aperiddica) de f si la cardinalidad su w (z, f) es
infinita.

Las 6rbitas aperiédicas describen movimientos no sencillos (a veces
llamados complejos, complicados o cadticos). Dedicaremos el final de
esta seccion a la demostracion de que tales o6rbitas si se presentan en
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funciones continuas definidas en el intervalo. En particular demostra-
remos que todos los elementos de la familia £ presentan este tipo de
orbitas. De hecho, una de nuestras metas es demostrar que dada f € L,
existe un conjunto denso en I, digamos I' (que depende de cada f), tal
que si x € T', entonces la orbita de x bajo f es aperiddica.

Considera nuevamente la funcién T : I — I. De seguro ya puedes
demostrar lo siguiente:

i) Siz € QN I, entonces w (z,T) tiene cardinalidad finita.
ii) Si x ¢ QN I, entonces w (z,T) tiene cardinalidad infinita.

Proposicion 8. Sea f € L. Entonces existe x € I tal que la cardina-
lidad de su w (z, f) es infinita.

Demostracion: Es suficiente mostrar que debe existir un punto z € [
tal que su orbita no es periddica ni preperiddica.

La funcién f es mondtona en una cantidad finita de subintervalos de
I. En cada uno de ellos la pendiente es distinta de 1. Por tanto el con-
junto {z € I'|f (z) = 2z} tiene cardinalidad finita. El mismo argumento
dice que para toda n € N, el conjunto

{zell|f"(z) ==}
tiene cardinalidad finita. Y asi el conjunto
E=UZ {zellf"(2) ==z}

es numerable, de hecho es infinito numerable. La parte de que la cardi-
nalidad de E es infinita no es necesaria en esta argumentacion, asi que
su demostracion la presentaremos en la siguiente seccion.

Es casi inmediata la siguiente igualdad: E = Per (f) (la demostra-
ci6n se deja a la lectora).

Ahora, sea z € Per(f). Nuevamente por el hecho de que f es
monoétona en una cantidad finita de subintervalos, se sigue que para
cada n € N la cardinalidad del conjunto

{fyerllf"(y) ==}

es finita. Por lo tanto el siguiente conjunto es numerable ya que es la
unién numerable de conjuntos numerables:

F =Usecper(n{y € I'|f" (y) = 2 para algunan € N}.

Asi el conjunto formado por todos los puntos periédicos de f y
por todos los puntos preperiddicos de f, esto es F, es un conjunto
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numerable. Por tanto, su complemento en [0, 1] es denso en I e infinito
no numerable.

Cada = € T\ F tiene 6rbita que no es periddica ni preperiédica, por
tanto no es asintéticamente peridédica. Y con ello la cardinalidad de su
w (z, f) es infinita. 0

En la siguiente seccién daremos otra demostracion de la existencia
de estas orbitas aperiédicas para elementos de nuestra familia. La ar-
gumentaciéon que desarrollaremos es mas general en tanto que se puede
aplicar también a funciones que no necesariamente son quebraditas.
Ademas de esta ventaja, tal argumentacién nos llevara de la mano al
descubrimiento, para elementos de nuestra familia, de puntos cuyo ome-
ga conjunto limite no sélo es de cardinalidad infinita sino que contiene
un intervalo con interior distinto del vacio.

4 Orbitas aperiodicas.

La existencia de érbitas aperiddicas esta relacionada con una propiedad
llamada transitividad topologica. He aqui su definicion.

Definicién 9. Sea f : [ — I una funcién continua (no necesariamente
en nuestra familia). Decimos que f es topoldgicamente transitiva (o
sélo transitiva) en I si para todo par de intervalos abiertos no vacios,
A= (a,b)yB=(,0),ACIyBCI, existen x € AyneéeN
tales que f"(z) € B (o, de manera equivalente, existe n € N tal que

f"(A)N B # ¢).

Esta definicién puede modificarse para el caso de conjuntos no vacios
e invariantes bajo f. Sea J C I un conjunto cerrado e invariante bajo
f, f(J) C J. Decimos que f|; : J — J es transitiva en .J si para
todo par de subintervalos abiertos de I, A = (a,b) y B = (o, ), tales
que ANJ # ¢y BNJ # ¢, existen v € ANJ yn € N tales que
f™(x) e BN J.

Un ejemplo, y una nueva tarea para el lector, lo da la funcion T :
I — I que definimos anteriormente. Demuestra estimado lector que T
es transitiva en I.

El concepto de la transitividad nos ayudara mucho. Resulta que,
como veremos en seguida, transitivo implica aperiddico para funciones
definidas en el intervalo.
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La herramienta principal en esta secciéon es el llamado Teorema de
Baire. A continuacién te presentamos una versién de él. Su demostra-
ci6n la puedes encontrar en [Roy], pagina 139.

Teorema 10. (Baire). Sea J un subconjunto cerrado no vacio de R.
Sea {O1, 04, ...} una coleccion numerable de subconjuntos de J, abier-
tos y densos en J. Entonces la interseccion de todos ellos forma un
congunto distinto del vacio, NS>, 0, # ¢. O

Ahora te mostraremos un puente entre la idea de transitividad y la
existencia de érbitas aperiodicas.

Teorema 11. Sea f: I — I una funcidn continua (no necesariamente
en nuestra familia). Si f es transitiva en I, entonces existe x € I tal
que su orbita es aperiodica. Mds aiun, si f es transitiva en I, entonces
existe x € I tal que su orbita es densa en I.

Demostracion: Construiremos una familia numerable de conjuntos abier-
tos y densos en el intervalo I. Por el Teorema de Baire, la interseccion
de todos ellos sera no vacia. Mostraremos luego que cada punto en esta
interseccion tiene una érbita aperiédica. De hecho, la o6rbita de cada
punto en esa interseccion formara un conjunto denso en I.

Sean Bi1=(0,1) v Bio=(%,1).

Afirmacion 1. La unién infinita U2, f~" (By1) es un conjunto denso
y abierto en el intervalo I.

Observa que f y cada una de sus iteraciones, f2, f3,..., es una
funcién continua. Dado un subconjunto abierto en el intervalo, digamos
A, la imagen inversa de él bajo cada iteracion de f es a su vez un
conjunto abierto en I. Ademas, f" (4) = (f")" " (A) para toda n € N.
Y, por 1ltimo, la unién de conjuntos abiertos es a su vez un conjunto
abierto. Por lo tanto la U2 | f~™ (By;) forma un conjunto abierto.

Mostremos ahora que esa unién forma un conjunto denso en I.

Sea (a, b) un intervalo no vacio en I. Es suficiente mostrar que (a, b)N
Upl 7 (Bu) # ¢

Como [ es transitiva en I, existe ¥ € Ny 2 € (a,b) tales que
f¥(x) € By. Por tanto, (a,b) N f*(By) # ¢, y con ello, (a,b) N
Upl [ (Bu) # ¢

De manera similar a como hemos procedido se puede argumentar

que la unién infinita U2, f~" (Bj2) forma un conjunto abierto y denso
en /.
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Sea Ny = (U2, f~" (B11))N(UX, f " (Bi2)) . Es inmediato (el lector
es llamado a aportar los detalles) que N; es un conjunto abierto y denso
en I. Nétese que si x € Ny, entonces existen dos nimeros naturales, k
y [, tales que f*(z) € By y f'(z) € Bya.

Para construir N, procederemos de manera andloga. Consideramos
ahora 4 = 22 subintervalos abiertos en el intervalo /. Sean B21:(0, i) ,
By=(1,1), B=(%,3), y Bsu=(2,1). La prueba de la siguiente afir-
macidn se obtiene haciendo cambios minimos a la argumentacién utili-
zada en la demostracion de la Afirmacion 1.

Afirmacion 2. Las siguientes uniones de conjuntos son, cada una de
ellas, conjuntos densos y abiertos en el intervalo I :

Unerf " (Bar) , UpZy f " (Bag) , UpZy f " (Bas) y UpZy f " (Baa) -
Definimos N, asi:
Ny = ﬂi:l (U;o:1fin (BZk)) :

Nuevamente es inmediato que Ny es un conjunto abierto y denso en
I. Ademas, si x € N,, entonces su érbita visita, en distintos momentos,
los cuatro intervalos By, k = 1,2, 3, 4.

Para definir Ni, k£ un nimero natural cualquiera, seguimos el pro-
cedimiento descrito anteriormente.

Primero. Sean Bkl:(l;—,}, 2%) 1=1,2,3,...,2"

Segundo. Los conjuntos U2, f~" (By;) son abiertos y densos en I
para cada | =1,2,3,...,2F.

Tercero. Sea Ny = N2, (U2, f~" (By)) . Este conjunto es abierto
y denso en 1.

Por ultimo, una vez que hemos definido para cada k& € N el conjunto
Ni, sea N = NP2 N;. Por el Teorema de Baire, este conjunto es no
vacio.

Afirmacion 3. Si x € N, entonces la 6rbita de x forma un conjun-
to denso en I. Es decir, la cerradura del conjunto o (z, f) es todo el
intervalo .

Tomemos z € N. Sea (a,b) un intervalo no vacio en I. Es suficiente
demostrar que (a,b) No(z, ) # ¢.

Sea k €N tal que 2% < ”’T“ Es inmediato que existe [ 6{1, 2,3,..., 2’“},
tal que (5, %) C (a,b). Como z € Ny, z € U2, f~" (By,). Por tanto
existe 7 € N tal que f7 (x) € (l;—,}, ZL,C) .Y con ello nuestra afirmacién
es clerta.
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Afirmacion 4. Si x € N, entonces w (z, f) = I.

Sean x € N y y € I. La idea es construir una subsucesion de la
orbita de x que sea convergente a y.

Para cada k£ € N considera ¢, = % El primer elemento de nuestra
subsucesion lo determinamos de la siguiente manera: Como la o (z, f) es
densa en I, existe ny tal que |f™ (z) — y| < &1. Para decidir el segundo
elemento de la subsucesion consideramos a £9. Como el conjunto

oz, )\ {w, f(2),.... [™ (2)}

es denso en I, existe ny > ny tal que |f™ (r) —y| < €. Y asi nos
seguimos. Supongamos que ya escogimos a 7y con las dos propiedades
siguientes: ng > ng_1 y |f™ (z) —y| < g Dado que, nuevamente,
el conjunto que se obtiene al quitarle a la érbita de x una cantidad
finita de puntos es denso en I, es claro que existe ny,; con propiedades
similares a las mencionadas: ngy; > ng y |f™+ () —y| < epy1. Es
ahora inmediato que limy_,, f™ (z) = y.

Con las afirmaciones anteriores en la mano podemos concluir que
si x € N, entonces la cardinalidad de w (z, f) es infinita (de hecho, es
infinita no numerable ya que w (x, f) = I). Y con ello, la 6rbita de
cada punto del conjunto N es aperiddica. O

Las siguientes dos observaciones son interesantes y sus demostracio-
nes parecen no ser dificiles:

i) El conjunto N, encontrado en el teorema anterior, es infinito no
numerable.

ii) Si f tiene una 6rbita densa en I, entonces f es transitiva en I.

Un poco mas adelante utilizaremos una versiéon del teorema que
acabamos de presentar ligeramente distinta. A continuacion la redac-
taremos. Su demostracion es, con ligeros cambios, la misma que ya
ofrecimos.

Teorema 12. Sea f: I — I una funcidn continua (no necesariamente
en nuestra familia). Sea J un subconjunto de I cerrado y de cardina-
lidad infinita. Supongamos que J es invariante bajo f, f(J) C J. Si
flr:J— J es transitiva en J, entonces existe x € J tal que su orbita
es aperiddica (de hecho, densa en J). O

Para que esta idea de transitividad tenga utilidad en la busqueda
de orbitas aperiddicas para funciones de nuestra familia, f € L, es
necesario encontrar un subconjunto .J de I, cerrado e infinito, tal que
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sea invariante bajo f y tal que f|; : J — J sea transitiva en J. Las
secciones 5 y 6 se orientan a esta meta. En la seccién 5 proporcionamos
algunos lemas técnicos y en la 6 obtenemos el conjunto J (pasando en
el camino por el concepto de caos).

5 Regreso a la familia.

En esta seccion presentamos algunas propiedades que cumplen los ele-
mentos de la familia £. Y luego en la siguiente haremos uso de ellas.

Sea f € L. Sea P = {ty =0,t,ty,...,t, = 1} la particién mencio-
nada en la definicién de f, y sean my, mo, ..., my, las pendientes de los
segmentos de recta que componen la grafica de f.

Sea my = min {|m;| |1 <i<I}.

Lema 13. La siguiente desigualdad es cierta: mgp > (mg)”. De hecho,
para toda n > 2, se tiene que mm > (mf)"

Demostracion: Sea x € I tal que z # t; y tal que f (x) # t; para toda
1, 1 <1 < [. Utilizando la regla de la cadena obtenemos lo siguiente:

() @] =157 (@I @) > )

de aquif se sigue que mp> > (my)”.
Por un argumento similar y utilizando induccién matematica obte-
nemos que para toda n € N se tiene que mg > (myg)". O
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Una observacién antes de continuar. Como my; > 1, entonces

lim m g = oo.

n—o0
Lema 14. Supongamos que my > 2. Sea §y = min{t; —t;_ |1 < i <1}.
Sea J un subintervalo de I con interior distinto del vacio, int (J) # ¢.
Entonces existe k > 1 tal que la longitud de f*(J) es mayor que d;.
Denotaremos esto dltimo asi: 1 (f* (J)) > d;.

Demostracion: Sea .J un intervalo con las caracteristicas mencionadas.
Supongamos que para todo k& > 1 se tiene que [ (f"C (J)) < d;. Se sigue
que para cualquier k el intervalo f*(J) tiene en su interior a lo mas
un punto de la particién P. Por tanto las longitudes de los intervalos
f¥ (J) satisfacen las siguientes desigualdades:

L) = S,

my

W) = (21w,

(f* (J)ﬁ > '(%)'“zw.

k .
Dado que % > 1, tenemos que (%) — oo cuando £ — oo. Y asi,

l (fk (J)) — 00 cuando k — oco. Pero esto ultimo es una contradiccién
ya que siempre nos mantenemos en el intervalo [0, 1]. O

Corolario 15. Dada f € L, existe 6 > 0 tal que para todo subintervalo
J de I con interior distinto del vacio, int (J) # ¢, existe k > 1 tal que

L(f* () > .

Demostracion: Sea n € N tal que mg > 2. Sea d = 0 > 0, donde 64
es el siguiente minimo:

6fn :min{ti—ti,1|1 SZS l},

y donde P = {tq = 0,t1,ts,...,t; = 1} es la particién que se mencio-
naria en la definicién de f".

Sea J un intervalo con interior distinto del vacio. Por el lema ante-
rior se concluye que existe m > 1 tal que I (f*™ (J)) =1((f™)™ (J)) > 4.
Tomando k£ = mn la demostracion estd completa. O
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6 La familia £ y las digraficas.

En esta seccién a cada miembro de nuestra familia le asociaremos una
digréfica.

Sea f € L. Sea 6 > 0 tal que para todo subintervalo .J de I con
interior distinto del vacio, int (J) # ¢, existe n > 1 tal que [ (f™ (J)) >
4. Considera una particién, @ = {sg =0, s1, S2,..., 8, = 1}, de I cuya
norma cumpla la siguiente propiedad: [|Q| < .

Las digraficas estdn formadas por una coleccién de vértices y una
coleccion de flechas. Dada f y la particion ) construimos la digrafica
G. Pondremos un vértice por cada uno de los m intervalos de la forma
[si_1,8)] = A;. Por comodidad llamaremos a esos m vértices también
A;, i€ {L,2,...,m}. Pondremos una flecha de A; hacia A; si existe
n € N tal que f"(A;) D A; y la longitud del intervalo f"(A;) es mayor
o igual que 8, [ (f™(A;)) > 0.

A continuacion ofrecemos un ejemplo de f y su digrafica G.

Ejemplo 16. Sea f : I — I la funcion cuya grafica es asi:

-
0 /5 2/5 3/5 45 1

Sea 0 = % No es inmediato pero la lectora esta invitada a probar
lo siguiente:
i) Si(a,b) C [$,1],a < b, entonces existe n > 1 tal que f" ((a, b)) =
1
5:1]-
57
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i) Si(a,b) C [0
1
5 1} :

De estas dos afirmaciones se sigue que para todo subintervalo de
con interior distinto del vacio, llamemosle .J, existe un nimero natural
k tal que [ (f*(J)) > 6.

La particién QQ = {0, 5 5, 5, = 1} cumple la condicién ||Q] < 9=
La digréfica asociada a f, y que ) nos ayuda a construir, es la 81gu1ent

,1] , a < b, entonces existe n > 1 tal que f™ ((a,b)) =

=1
T
e:

QA 47145

/
/

4

v
S

Regresemos a nuestra argumentacion general. La funcion f, la 0 >
0, y la digrafica G cumplen las condiciones que mencionamos antes del
ejemplo.

Los siguientes dos lemas describen propiedades de G.

Lema 17. Desde cada vértice A;, 1 < i < m, sale al menos una flecha.

Demostracion: Dada i, 1 < i < m, es inmediato que existe n; € N tal
que [ (f™ (A;)) > 6 (ya que A; tiene interior distinto del vacio). Como
para cualquier j tenemos que [ (A4;) < g (ya que [|Q] < g), podemos
encontrar un A; tal que A; C f™ (A;). O

Lema 18. Si eziste una flecha que va de A; a A; y existe una flecha
que va de A; hacia Ay, entonces existe una flecha que va de A; a Ay.

Demostracion: Las flechas A; — A; y A; — Ay nos proporcionan dos
nimeros naturales n; y n; tales que f"(A;) D A; y f"(4;) DO Ay
Ademds, 1 (f™(A;)) > 60y 1(f"(A;)) > 4. Por lo tanto f"t"(4;) D
fri(Ay) D Ay, y L™ (4:) > 0. O



94 HEcTOR MENDEZ LANGO

El grado de A;, que denotaremos por gd (4;), serd el nimero de
flechas que inician en A;. Si existe una flecha de A; hacia A; diremos
que A; es accesible desde A;.

Observacion. Es inmediato, a partir del lema 18, que si A; es accesi-
ble desde A;, entonces gd (A;) > gd(A;). Todos los vértices que son
accesibles desde A; son también accesibles desde A;.

Tomemos un nimero fijo 7, 1 < ¢ < m, y consideremos el vértice
A;. De entre todos los vértices accesibles desde A; escogemos el vértice
Aj que cumple la siguiente propiedad:

gd (A;) = min {gd (Aj) | Ay es accesible desde A;}.

Sea g = gd(A;) y sean Aj, Aj, ..., Aj, los g vértices accesibles
desde A;.

Como cualquier A;,, 1 < k < g, es accesible desde A;, entonces
gd (Aj,) > g = gd(A;). Por otro lado, gd (A4;,) < gd(A;) = g. Asi,
para cualquier A;, se tiene que gd (A, ) = g. De hecho, como todo
vértice accesible desde A;, es accesible desde A;, los g vertices accesibles
desde cada uno de los Aj, deben ser A;,A;,,..., A

Jis “jas - Jg*
Tomemos ahora el intervalo A; y con todas sus posibles imagenes
bajo las distintas iteraciones de f formamos el siguiente conjunto:

B = U?zozlfn (Ajl) .

Las demostraciones de las siguientes observaciones no son dificiles.

Observaciones:
i) (4;, UA;, U..UA;)) C B.
ii) Para cualquier par de nimeros ky [, 1 <k < g, 1 <1< g, se

tiene que:

Uner /" (Ajk) = U f" (Ajz) .
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iii) f (B) = B.

Sea A la cerradura del conjunto B, A = U2, f* (A;,). En el conjunto
A, como veremos en seguida, la funcién f muestra propiedades muy
interesantes desde el punto de vista del estudio de su dindamica.

Lema 19. El conjunto A satisface las siguientes tres condiciones:

i) int (A) # ¢.

ii) Para cada x € A y cada € > 0, existe un intervalo cerrado
le,d] C I, con ¢ < d, tal que [¢,d] C (x —e,2+¢€) y [c,d] C A. Observa
que esta condicion implica que todo punto de A es punto de acumulacion
de A (y con ello, A es un conjunto perfecto).

iii) f(A) = A.

Demostracion: i) Es inmediata, ya que int (B) # ¢.

ii) Observemos primero que f cumple la siguiente condicién: Si C'
es cualquier subintervalo de I con la propiedad de que int (C) # ¢,
entonces int (f (C)) # ¢ también.

Ahora, sean z € Ay e > 0. Existe y € U2, f"(A),) tal que
|z —y| < 5. Sean; € N tal que y € f™ (A;,). Por tanto,

fnl (Ajl)ﬂ(x—s,x+5) 7£¢

Como f™ (A;,) es un intervalo cerrado con interior distinto del vacio,
existen u y n > 0 tales que

(w—mnu+mn) C f"(4;)y
(u—nu+n C (z—e,zx+¢).

Tomando [c,d] = [u — 2, u + 2] la demostracién de ii) estd comple-
ta.

Conviene aqui hacer la siguiente observacién: Como [c, d] C f™ (4;,),
entonces existe un subintervalo de A; con interior distinto del vacio,
s,t] C Aj,, tal que f™ ([s,t]) = [c,d].

iii) Sea y € f(A) y sea z € A tal que f(z) = y. Sea {b;} una
sucesién que cumple lo siguiente: {b;} C By lim; ,o, b; = . Como f es
continua se sigue que la sucesién {f (b;)} converge a f (z) =y. Y como
f (B) = B, concluimos que {f (b;)} C B,y conelloy € B = A. Por
tanto f (A) C A.

Dado que B = f(B) C f(A),y que f (A) es un conjunto cerrado,
entonces A = B C f (A). O
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Proposicién 20. El conjunto de los puntos periddicos de fla : A — A
forma un conjunto denso en A.

Demostracion: Sea (a,b) C I tal que (a,b) N A # ¢. Es suficiente
demostrar que la interseccién Per (f|4) N ((a,b) N A) es distinta del
vacio.

Gracias a la parte ii) del lema 19, existen dos subintervalos cerrados
con interior distinto del vacio, [c,d] y [s,t], y un nimero natural n,
tales que

a) [Sat] - Ajla

b) fe,d] C ((a,0) M A), y

c) fm ([s,1]) = le.d].

Por otro lado, existe ny € N tal que [ (f™ ([¢,d])) > d. Por tanto
™ ([e, d]) contiene a algin A, .

La flecha A; — A;, nos proporciona un tercer nimero natural, n,
con la propiedad de que Aj; C [ (A4;,).

En suma, [c¢,d] C f"([c,d]) donde n = ny + ny + ng. y con ello

concluimos que existe y € [c,d] tal que f"(y) = y. Es inmediato que
y € Per(f|a)N((a,b) N A). 0

Obsérvese que la proposicion anterior implica que para cada f en
nuestra familia el conjunto Per (f) tiene cardinalidad infinita. Para
cada n € N el conjunto de puntos periédicos de periodo n es finito.
Por tanto, existen puntos peridédicos de f de periodo arbitrariamente
grande.

Proposicién 21. La funcidn f |4 : A — A es transitiva en A.

Demostracion: Sean E = (a,b) y C = («, ) dos subintervalos de I.
Supongamos que las intersecciones £ N Ay C'N A ambas son distintas
del vacio. Por el lema 19, existen dos subintervalos cerrados con interior
distinto del vacio, [¢,d] y [s,t], y un nimero natural n; tales que

a) [Sat] - Ajla

b) [e,d] C (CNA),y

c) fm ([s,t]) = [c,d].

Sea D un subintervalo de EN A con interior distinto del vacio. Sean
ny € Ny A, tales que A;, C f™ (D). Y sea nz, otro niimero natural,
con la propiedad de que Aj, C f™ (A4,,).

Es inmediato que f™ %" (D)N(C' N A) es distinto del vacio. Co-
mo D C EN A, la demostracion estd completa. O



LLAS QUEBRADITAS 97

Una observacién (y una nueva invitacién a la estimada lectora): El
conjunto A es, en realidad, una unioén finita de intervalos cerrados.

Otra observacién: Para los que conocen el concepto de sistema
dindmico discreto cadtico segun la definicién propuesta por R. L. De-
vaney (ver [Dev| pdgina 50) es conveniente hacer aqui un pequeno alto
en el camino. La funcién f |4 : A — A es transitiva en A y su conjunto
de puntos periddicos forma una conjunto denso en A. Es sabido que
estas dos condiciones implican, cuando trabajamos en conjuntos per-
fectos (ver [Ban]), que f |4 tiene sensibilidad a las condiciones iniciales
en A (esto es, existe ¢ > 0 tal que para toda x € A y para toda bola
abierta con centro en z, digamos B, (x), n > 0, existen y € B, (x) N A
y m € N tales que | f™ (x) — f™ (y)| > €). Estas tres condiciones (tran-
sitividad, densidad de puntos periédicos y sensibilidad) nos dicen que
fla: A— Ainduce un sistema dindmico cadtico en A.

Algunos lectores tal vez sospechen que es posible demostrar que
fla:A— A es sensible a las condiciones iniciales en A sin recurrir al
argumento externo que mencionamos antes: transitividad y densidad de
puntos periodicos implican sensibilidad. Y estos lectores tienen razén.
Para ellos es la siguiente invitacion: Demuestren por favor que si f € L,
entonces

i) f]a : A — A tiene sensibilidad a las condiciones iniciales en A.
ii) f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales en I.

Una vez cubierta la invitacion, la demostraciéon de la siguiente pro-
posicién esta completa.

Proposicién 22. La funcion f |4 : A — A es cadtica en A. O

El siguiente resultado resume nuestros avances en la bisqueda de
orbitas aperiddicas para elementos de nuestra familia a través de la
buisqueda de lugares donde se presente transitividad. Su demostracion
es inmediata a partir de lo realizado hasta aqui.

Proposicion 23. Dada f € L, existe un conjunto A con interior dis-
tinto del vacio y existe un subconjunto de A denso en A, llamémosle J,
tal que para todo x € J se tiene que w (z, f) = A. Con ello la cardina-
lidad del w (x, f) es infinita no numerable.

Demostracion: De los teoremas 11 y 12, y de la proposicion 21, se sigue
la afirmacion contenida en esta proposicion. O

Para finalizar discutiremos un poco sobre los siguientes dos conjun-
tos: El conjunto de todos los puntos en I cuya orbita es aperiddica,
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[', y el conjunto de todos los puntos cuya érbita es asintoticamente
periodica, ¥. Es decir,

[' = {x € I'|la cardinalidad de w(z, f) es infinita}
U = I\T ={z € I|la cardinalidad de w(z, f) es finita}.

Ya demostramos, en la proposicion 8, que I' es denso en [. La si-
guiente proposicion contiene otra argumentacion de este mismo hecho
ademads de informacion extra sobre el conjunto W.

Proposicion 24. Los conjuntos I' y ¥ son ambos conjuntos densos
en I.

Demostracion: Sean x € I y € > 0. Iniciemos modificando ligeramen-
te la particion que definimos al inicio de esta seccién. Ademds de la
condicién que ya cumple, ||Q| < %, le pediremos que también cumpla
lo siguiente: La norma de () es tal que existe un subintervalo A; que
esta totalmente contenido en (x — e,z 4+ ) N[0, 1] . Para este vértice A;

encontramos los vértices A; y Aj, Aj,, ..., A;j, como hicimos antes.

Gracias a las flechas A; =+ A; y A; — A;, v a la definicién del
conjunto A, existe un nimero natural m tal que el conjunto f™ (4;)NA
tiene interior distinto del vacio. Por tal razén existen a € I y b € [
tales que |[x —a| < &, |t —0b] < e, f™(a) € Per(fla)y f™(b) =c
donde ¢ es un punto aperiédico bajo f. Esto implica que w(a, f) tiene
cardinalidad finita y w(b, f) tiene cardinalidad infinita. O

Una posible redaccion mas simple de lo que hemos demostrado es
la siguiente: Lector(a) toma un ldpiz; dibuja una linea quebrada en el
cuadradito [0, 1] x [0,1] C R?. Comenzando en el punto (0,a), mante-
niendo el trazo de izquierda a derecha y terminando en el punto (1,b),
0 <a,b <1. Cuida de que en cada segmento de recta la pendiente sea
mayor que uno o menor que menos uno. Al final obtendras la grafica
de una funcién definida del [0, 1] en el [0, 1] con las siguientes propieda-
des: los puntos que tienen érbita aperiddica forman un conjunto denso
en [0, 1]; los puntos cuya drbita es asintéticamente periddica también
forman un conjunto denso en [0,1]; y existe un subconjunto cerrado,
invariante, con interior distinto del vacio, donde la funcién presenta
caos desde el punto de vista de R. L. Devaney.
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