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Resumen

En este trabajo, se presentan dos formas distintas de ar-
gumentar un mismo resultado relativo a series infinitas. Por un
lado, se expone de manera intuitiva, aunque no trivial, las princi-
pales ideas que Leonhard Euler (1707-1783) utilizd, para deducir
en 1736, la sorprendente relacion
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Por otro lado, se presentan algunas definiciones y propiedades
de las series trigonométricas de Joseph Fourier (1768-1830), que
publicara en su Teorfa Analitica del Calor por el afio de 1820, las
que se utilizan para argumentar el mismo resultado que Euler
descubrié casi un siglo antes.

1. Introduccidn.

El objetivo de este trabajo es analizar un resultado relativo a series
infinitas, demostrado por Euler utilizando ingeniosas relaciones, el cual
afirma que la suma de los reciprocos de los cuadrados de todos los en-
teros positivos es 72/6. El lector moderno puede haber encontrado una
demostracion de dicha afirmacion en textos de andlisis o de ecuaciones
diferenciales, como ejemplo de aplicacién de las series de Fourier, pero
el argumento de Euler es poco conocido.
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Presentar las principales ideas de los dos argumentos que justifican
la afirmacién propuesta, con un minimo de formalismo y de rigor en
favor de una mayor comprension para un lector no especializado, puede
resultar de interés, no solo para alumnos de las carreras de matemaéti-
cas, fisica o ingenieria, sino para todo lector con algunos conocimientos
bésicos de matematicas.

2. Siguiendo las ideas de Euler.

Producto de la incomparable intuicién de Euler para ver relaciones
entre féormulas sin aparente conexion, es el descubrimiento que hizo, en
1736, del siguiente resultado:
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Con palabras: la suma infinita de los reciprocos cuadrados de todos los

enteros positivos, es pi cuadrado sobre seis.
He aqui las principales ideas de la argumentacién de Euler:

A decir de sus bidgrafos, sin usar el teorema de Taylor u otras he-
rramientas de calculo, que ya existian, Euler desarrolla en serie de po-

tencias enteras a
3 5 7 9
T T T T
seny =1 — -+ — 4 2
3! 51 7! 9! (2)

o0 su equivalente,

sen x?  xt 2

AN AN A 3
. TR (3)

para x no cero.
Si 2 = 22, el lado derecho de la serie (3) se transforma en
1_§+5_ﬁ+§_”" (4)

Cuando sen z = 0, la serie (3) y por tanto, la serie (4), puede concebirse
como una ecuacion polinomica infinita.

Sea
P.(2)=1—ayz +as?* —asz® + -+ (=1)"a,2"

n n an—1 n—1 n—la1 nl
= (=1)"a, |z" — ==L e (D) e (1) — (5
(1) |2 = b (21 2 (1)

el polinomio de grado n asociado a la serie (4).
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3. Un poco sobre Teoria de Ecuaciones.

Po(z) = bpx" + by 12" 4 byox™ 4 -+ by + by

_ n bn—l n—1 b”—2 n—2 bl bO
= bn<x + bnx + bnx + +bnx+bn) (6)

un polinomio de grado n en x, con b, no cero.
Por el teorema de factorizacion completa para polinomios, que ase-
gura que si 71,79, 73, ..., Ty, son raices de P,(z), (iguales o no), se tiene
Pu(z) = bpa" + by 2™ 4 by o™ - by 4 by
= bp(x—r)(x—ro)(x—r3)...(x —1y) que por (6)

by by — b b
= b, (x”—i——lx"_l—i-—zx”_2+-~-+—lx+—0)

b, by bn  bn
de donde
"+ Z;lsc"_l + bz;zsc"_z 4t Z—ix + 2—: _

=(x—r)(x—mr)(x—r3)...(x—1y). (7)
Desarrollando el lado derecho de la ecucién anterior para
n=1,

rT—ri=Tr—n

n=2,
(x —r)(x —1ry) = 2% — (ry + ro)xT + 1179
n=3,

(x—r1)(x—19)(x—13) =23 —(r1+ro+r3) 22+ (r1ro+rir3+rars)T—r1reT3
n =4,

(x —r)(x—ro)(x —r3)(x —14g) =2 — (ry + 10+ 15 +14) 23+

(r1rg + 1173 + riry + Tor3 + Tory + T374) 22

—(7“1’/“27’3 + 17974 + 17374 —+ 7’27’3’/“4)113’ + r17oT3Ty .

puede inferirse (se demuestra por induccién, aunque aqui no se hara)
que

(x—r)(x—ro)(z—r3)...(x —71p) =
=a" =Y " (=) Z L% arEa L

n

=1 7
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Por lo anterior, la ecuacién (7) puede reescribirse como

_ by b b
ny ntlyn—ty Inm2 -2 Ty 0
x—i—bnx —i—bnx + +bnx+bn
=a" — Z L e ) Z Mm(—l)" Hr,-
X T X
n=1 j=1 J i=1
y de aqui
by RN | P bo o T
G LD DE= SR Gy | £
n . T n .
j—l i=1
Sustituyendo la segunda expresiéon en la primera
b "(-1) e " b
i = (-1)"! Z (S’ijbn’ de donde by = — ' T—j. (8)
Jj=1 j=1
Retomando la serie (4), 1— §+Z5—? - §+§—T —... y su correspondiente
polinomio asociado,
Py(2) = 1—aiz+agz® —azz® +---+ (=1)"a,2"
n n An—1 p—1 n—19%1 n 1
= (=1)"a, |z" — =L e (D) (=)
(1) [ = St 1y B

Si ki, ko, ks, . ..k, son las raices de este polinomio, por el teorema de la
factorizacién completa, que se utilizé para P,(z), se tiene

Pu(2) = 1—a1z+a2® —azz® +--- 4+ (=1)"a,2"
— 1
_ (—1)"an [Z" o uzn—l 4t (_1)n—1ﬂz + (_l)n_:|

an an Qn

= (=D"a,[(z —k1)(z — ka)(z — k3) ... (2 — kn)] .

Con un proceso analogo al que se aplicé al polinomio P, (x) para en-
contrar la relacion entre los coeficientes y sus raices, se logra que

B D DL e R 0|

Estas dos ecuaciones se trasforman en

w=Yr v izﬂ” 9)
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Por otro lado

Py(2) = 1 —a1z 4+ agz? —azz® + - + (=1)"a, 2"
= (—-1D)"a,[(z — k1
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Por lo tanto

1 —a1z+ay2® —as2® + -+ (=1)"a, 2" =

(D)D) 8

Como las raices de la “ecuacién infinita”

B 3 N ¥ a7 N i
CREEET IR T T
son 4, +27m, +3m, ..., +nm; las raices de la ecuacion
sen x? N A N 28
r 350 79
serdn 72, 472, 972, 1672, ..., n?m2.

Combinando (3), (4) y (10), con k; = (jr)?, se tiene

(E2 (E4 (EG (ES
T I T
z 2’2 23 24
=l-—+= -4+

es decir

wnr (| (BN (2 (2
x 72 472 972 1672 )

Si hacemos que n — coen a; =37 K

y tomando en cuenta que k; = (jm)* y a1 = 5; (coeficiente de z en (4)),

(una de las ecuaciones de (9))
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se tiene

Por lo tanto,

y finalmente, la ecuacién buscada

oo

Zl_l+1+1+1+ o
n2 12 22 32 42 6

3

n=1

Hasta este punto, se ha utilizado sélo dlgebra elemental y la nocion
intuitiva de limite para concluir el resultado propuesto, sin embargo, se
ha omitido deliberadamente hablar sobre la idea de convergencia que
Euler manejé, via el uso de su aritmética de infinitos e infinitesimales.
En su lugar, se sugiere al lector interesado leer el excelente articulo [6].

4. Serie trigonométrica de Fourier.

Definicién. Una serie trigonométrica de periodo 2w, es una suma infi-
nita de la forma

o
g (a, cosnx + by, sennx)
n=0

donde a,, y b, son nuimeros reales. Es de notarse que la anterior suma
infinita puede escribirse como

Ap + Z (an cosnx + b, sennz) .

n=1

Una serie de Fourier es una serie trigonométrica de tipo especial,
cuyos coeficientes a, y b, se definen en términos de una funcién real
fija f(x), con ciertas caracteristicas.

Definicién. Una funcion f, definida para toda x, se llama periddica si
existe un ntmero positivo T, tal que f(z +T) = f(x).

Definicién. La funciéon f, se dice que tiene una discontinuidad de salto
en g, si sus limites cuando z — x5 y cuando x — z§ (limites por la
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izquierda y por la derecha) son finitos y distintos. A estos limites se
denotan respectivamente por f(z, )y f(zg).

Definicién. Una funciéon f, se llama continua por tramos, si cada inter-
valo [a, b] de su dominio, contiene un ntimero finito de discontinuidades
de salto.

En su célebre tratado The Analytical Theory of Heat (1822), el
cientifico francés Joseph Fourier (1768-1830), hizo una notable aseve-
racion:

Toda funcion real f(x), continua por tramos y con periodo 2w, puede
representarse como una serie trigonométrica de la forma

o0

f(z) = % + Z (a, cosnx + b, sen nx) (11)

n=1

donde los ntimeros ag, a,, v b, vienen dados por las férmulas de Euler:

ag = %/_ﬂ f(z)dz, (12)

a, = %/_Zf(x)cosnxdx, (13)

= %/—: f(x)sennz dz . (14)

A la serie (11) se llama serie trigonométrica de Fourier y a los nimeros
ag, a, y b, calculados por (12), (13) y (14) respectivamente, se llaman
coeficientes de Fourier. La correspondiente serie de Fourier, para una
funcién f, continua por tramos y con periodo positivo arbitrario P =
2L, viene dada por

__0 = nmx
=5 +;<ancos —i—bnsen—L ) (15)
donde
1 b
w = 1 [ s, (16)
L),
1 [F nmwx
S e 1
apn L/_Lf(z)cos 7 dx (17)
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1 L
bnzf/_Lf(x)senn—?dm. (19)

Se demuestra, aunque aqui no se hara, que si f se define en un intervalo
de longitud 2L diferente a —L < x < L, tal como ¢ < x < ¢+ 2L con ¢
cualquier nimero real, entonces la serie de Fourier de f, esta dada por
(15), pero (16), (17) y (19) cambian a:

1 c+2L
w = fw (20)
1 c+2L
4n = f/c f(x)cosniLxdx, (21)
y
1 c+2L
b= 7 / () sen ? dx (22)

que pueden resultar mas faciles de calcular.

5. El teorema de convergencia y algunos
ejemplos.
Muchos son los resultados tedricos relativos a las series de Fourier,

pero el teorema de convergencia, puede considerarse uno de los mas
importantes.

Este asegura que si f es una funcién de periodo 2L, con f(z)y f'(x)
continuas por tramos, entonces su serie de Fourier converge:

(a) al valor f(z) en todo punto en el que f es continua y

(b) alvalor 1 [f(zy) + f(z{)] en cada punto en que f es discontinua.

Ejemplo. Determinar la serie de Fourier de la funcién f(z) = 22, para
0 < x < 2y con periodo 2.
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Solucién. Utilizando las férmulas (20), (21) y (22) respectivamente,

con L =1y c=0, se tiene

12, 1,]° 8
= — d —= — 3 = —
Qg 1/03} T {31’]0 3

2 U
a, = recosnmrdr | u=nrr,xr = —,dr =
0 nm
1 2nm
= 2 du (i d
= — u” cosu du (integrando por partes)
n3m3 J,
1 2nm
= = [uzsenu—QsenujLQucosu}O
n3m
4
n2mr?’

2
b, = / 2 sennwr dx
0

2nm

1 2

= = u“senu du
n3ms J

1

= = [—U2008u+2008u+2usenu]
n3mw
4

nim

Por lo tanto, la serie de Fourier de

f(:r):§+pn:1 n? T n

o0 o0
4 4 cosnmr 4 sen nwx
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El teorema de convergencia asegura que la serie converge a f(z)
para toda z en donde f(z) es continua y a 3 [f(zg) + f(zg)] en los
puntos de discontinuidad: z = 2m para m = 0,+1,4+2,+3,....

Sustituyendo el punto de discontinuidad z = 0, en cada lado de

(23), se tiene

1 4 4 X1
— (4 —9_
FO =gt =2=g 535,
de donde
=1 2 4
o [2__} ,
—~mn 4 3

y de aqui, nuevamente la sorprendente ecuacion
Y S=lt ottt =— (24)

Otros resultados igualmente interesantes que se obtienen de este
ejemplo, son: Al sustituir z = 1 en cada lado de (23), resulta

y de aqui

que desarrollando la serie, queda

< (=)n+1 1 1 1 T
Z%:l___‘_____‘_..-:—. (25)

n=1

Finalmente, sumando (24) con (25)
1 &K (1)t 11 1 11 1
P D = ltgtgtpt o tlomgtg-pt

1 1 1
:2P+—+—+—+m

Tt
7T2 7T2
= 5 T
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de donde
=1 1 1 1 2
nzimpaﬁ:“§+§+ﬁ+‘“:? (26)

Cabe senalar que las ecuaciones (25) y (26) fueron encontradas tam-

bién por Leonhard Euler.
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