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1 Introduccién histérica.

Los problemas de la dindmica han fascinado a los cientificos durante
miles de anos. Los mds notables son los de la mecéanica celeste, consis-
tente en el estudio de movimientos de cuerpos dentro del sistema solar.
Los intentos de Newton para comprender y modelar los movimientos
observados de los planetas incorporaron las leyes de Kepler y dieron ori-
gen a su desarrollo del calculo. Asi surgié el planteamiento de modelos
de problemas dindmicos como ecuaciones diferenciales ordinarias.

A pesar de que dichas ecuaciones parecen muy elegantes y sim-
ples, la solucién de problemas especificos resulté notablemente dificil
y ocup6 las mentes de muchos de los mas grandes matemaéticos de los
siglos XVIII y XIX. Mientras que para ecuaciones diferenciales ordi-
narias lineales fue desarrollada una teoria relativamente completa, los
sistemas no lineales permanecieron esencialmente inaccesibles, excep-
to por las aplicaciones exitosas de los métodos de perturbaciones a
problemas muy cercanos de sistemas lineales o de otros sistemas cuyas
soluciones se conocen explicitamente. Las aplicaciones m4s famosas e
impresionantes fueron de nuevo en la mecénica celeste, donde se pu-
do determinar con mucha precisién las érbitas de los planetas. Como
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un ejemplo, las irregularidades en el movimiento del planeta Urano a
mediados del siglo XIX condujeron al descubrimiento del planeta Nep-
tuno. Primero se tuvo certeza de su existencia en forma tedrica, y mas
tarde fue descubierto fisicamente en el espacio. Algo parecido ocurri6
después con Plutén. En los métodos de perturbaciones uno toma una
solucién conocida a un problema mds simple pero andlogo y la modifica
para conseguir una mejor aproximacioén a la soluciéon verdadera, que no
se puede calcular en forma exacta. Para su aplicacién se requiere de
un pequefio parametro, en términos del cual hacemos una expansion en
serie de potencias.

El andlisis era la herramienta favorita para el estudio de problemas
dindmicos hasta que el trabajo de Poincaré a fines del siglo XIX [6]
mostré que los métodos de perturbaciones podrian no darnos resultados
correctos en todos los casos, porque las series usadas en tales calculos
divergian. Entonces Poincaré fusioné el andlisis con la geometria al de-
sarrollar un punto de vista cualitativo para el estudio de las ecuaciones
diferenciales ordinarias. Asi surgi6 lo que actualmente se conoce como
Sisternas Dindmicos. Incidentalmente, también dié lugar a otras ra-
mas de las Matematicas, como la Topologia Algebraica y la Topologia
Diferencial.

Los métodos de Poincaré se caracterizan sobre todo por el punto de
vista geométrico global. El visualizaba un sistema dindmico como un
campo de vectores en el espacio fase, asi que una solucion es una curva
suave tangente en cada uno de sus puntos al vector basado en dicho
punto. Su preocupacién fundamental era la descripcion global de todas
las soluciones (o “retrato fase”) y el efecto de pequenas perturbaciones
de las condiciones iniciales (estabilidad). En particular se interesaba
mucho por la existencia de érbitas periddicas en el problema de tres
cuerpos. El estudio de estabilidad de un sistema tuvo también su origen
en cuestiones de mecénica celeste como la estabilidad del sistema solar,
estudiadas originalmente por Newton, Lagrange y Laplace. En la época
de Poincaré, el problema general de estabilidad fue simultdneamente
estudiado por Liapunov, cuya tesis doctoral [4] fue el punto de partida
de la teorfa moderna de estabilidad.

Después de Poincaré, los sistemas dindmicos como métodos de ana-
lisis cualitativo de ecuaciones diferenciales fueron desarrollados por los
siguientes matematicos. El primero fue Birkhoff [2], quien impulsé el
trabajo iniciado por Poincaré al dar forma coherente a los sistemas
dindmicos precisando las nociones bdsicas, a la vez que probo la exis-
tencia de una infinidad de soluciones periédicas en el problema de tres
cuerpos. Después Andronov y Pontriagin [1] introdujeron el concepto
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de estabilidad estructural, donde uno se pregunta si pequenas pertur-
baciones de un campo de vectores a otro ligeramente diferente nos dan
un retrato fase de soluciones que cualitativamente esté cercano del co-
rrespondiente al campo vectorial original. Esto tiene gran importancia
practica porque los coeficientes de una ecuacion diferencial se deter-
minan experimentalmente y por lo tanto de manera aproximada. Fi-
nalmente, Kolmogorov, Arnold y Moser [5] probaron la estabilidad de
ciertas soluciones periddicas en el problema de 3 cuerpos, exhibiendo
una infinidad de soluciones periddicas y cuasi periédicas (superposicion
de soluciones periédicas de distintos periodos) vecinas. Asi dieron ori-
gen a una teoria conocida con sus tres nombres y que podia pensarse
como una solucién parcial al problema de estabilidad del sistema solar.

Entonces Smale enriquecié substancialmente la teoria general al
bosquejar el estudio sistematico de sistemas hiperbdlicos [7]. Su idea
bésica era la bisqueda global de propiedades genéricas o estables. Pro-
puso asi cierto nimero de problemas muy relevantes, resolviendo al-
gunos de ellos y estimulando mucho del trabajo posterior en el tema.
Como un ejemplo, al construir la famosa “herradura”que ahora lleva su
nombre, di6 lugar a la aplicacién sistemadtica de la llamada “dindmica
simbdlica” en sistemas dindmicos para describir el comportamiento cad-
tico a largo plazo de las soluciones. De esta forma resulta que el com-
portamiento de ciertas érbitas puede plasmarse en la complejidad ya
conocida de un conjunto de Cantor. La aparicién de caos es mas
bien una regla general para sistemas no lineales. Tambien probé que
generalmente no se tiene estabilidad estructural.

Desde el trabajo de Poincaré cuando se toman secciones transver-
sales a ciertas soluciones (generalmente periédicas) de una ecuacién
diferencial ordinaria para entender el comportamiento de las érbitas
vecinas, aparece otro tipo de sistemas dindmicos llamados discretos,
que consisten en el estudio cualitativo de las ecuaciones en diferencias
o iteracién de aplicaciones o mapeos. Estas tienen diversas aplicaciones
en muchas areas: biologfa, economia, andlisis numérico, etc. En una
ecuacién en diferencias podemos pensar que el cambio ocurre en in-
tervalos discretos de tiempo. Simplemente al discretizar una ecuacién
diferencial ordinaria para resolverla por métodos numéricos aparecen
ecuaciones en diferencias que hay que resolver recursivamente. Como
otro ejemplo, al modelar poblaciones de animales que se reproducen
en ciertas épocas del afo, es preferible usar ecuaciones en diferencias
en vez de ecuaciones diferenciales porque el tamano de la siguiente ge-
neracién estd determinada en gran parte por el tamano de la actual.
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Muchos de los conceptos y tipos de soluciones mencionados antes para
las ecuaciones diferenciales tienen su equivalente para las ecuaciones en
diferencias.

2 Sistemas dinamicos a tiempo continuo.

De acuerdo con la descripcién de la seccién anterior podemos decir a
grosso modo que para definir un sistema dindmico tenemos que partir
de un campo vectorial en un espacio euclidiano R®, o bien de una
funcién que va de R* en si mismo. Aqui consideramos con detalle el
primer caso, que llamaremos Sistemas dindmicos a tiempo continuo o
diferenciables, ver [3].

Consideremos un campo vectorial X definido en R™ o en un abier-
to de R™ suficientemente diferenciable, digamos C®. A este campo
vectorial X-: R* — R" le podemos asociar un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias que podemos escribir vectorialmente en la forma

&= X(z), (1)

donde z € R" y el punto significa derivada con respecto al tiempo.
Recordemos que una condicién inicial o € R® determina una solucién,
o sea una curva diferenciable z = ¢(¢) en R" tal que ¢(0) = 0 y su
derivada satisface

d¢

—(t) = X(o(1)).

2 (1) = X(6()
Esta curva estd definida en un intervalo maximal I C R que contiene
al 0. Podemos decir que este campo vectorial nos define un sistema,
dindmico a tiempo continuo, cuando estamos interesados en el estudio
global cualitativo de sus soluciones.

Las soluciones mas simples son las de equilibrio ¢(t) = o constante,
las cuales pueden encontrarse facilmente mediante la condicién de que
el campo vectorial alli se anule, es decir X(x9) = 0. Las siguientes
en complejidad serian las soluciones periddicas, las cuales satisfacen
para todo t € R que ¢(t + p) = ¢(¢) para algin p > 0 que llamamos
periodo. La imagen de estos dos tipos de soluciones son puntos o curvas
cerradas, un caso particular de los llamados subconjuntos invariantes
bajo el campo vectorial, por consistir de soluciones completas.

Ejemplo 1.- La ecuacién diferencial escalar £ = ax con z € Ry
donde a € R es un pardmetro, es la mas simple posible. Si 7y € R,
entonces ¢(t) = e®z; es la solucién que satisface ¢(0) = z,.
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Ejemplo 2.— Consideremos el sistema lineal

r = z,

donde el origen es un punto de equilibrio, un punto silla. Aqui la funcién
xy es constante a lo largo de las soluciones, asi que sus curvas de nivel
son las soluciones sin parametrizacién de tiempo.

Ejemplo 3.— Consideremos ahora el sistema lineal

=y, (3)

donde el origen como punto de equilibrio es una fuente (repulsor). To-
das las otras soluciones describen semi-rectas que salen del origen.

Ejemplo 4.— Consideremos ahora el sistema no lineal

T o=y,
y = -—sinzx. (4)

Se trata de un péndulo simple. Tiene un conjunto numerable de pun-
tos de equilibrio sobre el eje x. Aqui la funcién %yz + (1 — cosz) es
constante. Dibujando sus curvas de nivel que describen las soluciones,
vemos que los puntos de equilibrio son alternadamente sillas y centros.
Estos ultimos se llaman asi por estar rodeados de una regién abierta
que contiene sélo érbitas periddicas. Ver la Figura 1.

y

Figura 1: Retrato fase del péndulo
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Ejemplo 5.— Ahora consideremos la ecuacién & = z2, donde el origen
es punto de equilibrio y por lo tanto la solucién ¢(¢) = 0 estd definida
para todo tiempo real. Cualquier otra solucién es de la forma ¢(t) =
zo/(1 — z,t) y por lo tanto no estd definida para todo ¢ real.

Ejemplo 6.— Generalizando los ejemplos 1, 2 y 3, asi como la solucién
general del ejemplo 1, si z € R" y A es una matriz real n x n, la ecuacion

T = Ax (5)

representa un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden. La solucién general puede representarse por medio de la expo-
nencial de matrices como

o(t) = ez,

donde e?* es una matriz no singular n x n 'y #(0) = 2o € R" es la
condicién inicial.
Si definimos ®,(x) = e4'z, la aplicacion lineal

¢, :R" — R"

para cada t € R fijo, puede pensarse como un operador que para cada
t aplica la matriz e4? a los vectores de R*. Las ®, tienen las siguientes
propiedades importantes.

i) ®y(z) = z, pues €° es la matriz identidad.
i) ®pps(z) = By 0 B,(z), pues elt+9)4 = etdesa,

Decimos que {®;};cr es un grupo a un pardmetro de transforma-
ciones lineales no singulares. Su importancia radica en que contienen
simultaneamente la informacion global de todas las soluciones del sis-
tema de ecuaciones diferenciales.

En el caso general no lineal, las ®; son siempre difeomorfismos, pero
sus dominios pueden ser diferentes para cada t y no estar definidos para
todo t € R. De la férmula para las soluciones en el Ejemplo 5, vemos
que en este caso el dominio tiene que describirse mediante tres formulas
distintas como sigue

dom®, = {zeR:z < 1/t},(t > 0),

dom &, = R,
dom®, = {z e R:z < 1/t},(t <0),
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El siguiente concepto importante es el de estabilidad de una
soluciéon z = ¢(t) de equilibrio o periddica. Intuitivamente podemos
decir que z = ¢(t) es estable cuando toda solucién con valores iniciales
proximos a los de x = ¢(t) estd definida para todo ¢t > 0 y permanece
préxima a z = ¢(t) cuando t — oco. Si el sistema de ecuaciones describe
la evolucién de un proceso natural o un mecanismo, las soluciones es-
tables tienen una importancia especial para el estudio del mismo. La
solucién = = ¢(t) es asintéticamente estable si es estable y ademés to-
da solucién con valores iniciales suficientemente préximos tiende a ella
cuando ¢ — oco. En el dltimo caso la solucién es un atractor (o un
repulsor si este comportamiento ocurre cuando ¢ — —o0).

En realidad, lo mds comtn es una situacién intermedia. En el Ejem-
plo 6 si los valores propios de la matriz A tienen parte real no nula,
entonces el punto de equilibrio z = 0 es un atractor si todas las partes
reales son negativas, es un repulsor si son negativas, o bien se generaliza
el comportamiento del punto silla en el ejemplo 1. Existen dos subespa-
cios vectoriales invariantes bajo el campo vectorial que se intersectan
transversalmente en el origen. En el caso general de (1), un teorema
debido a Hartman y a Grobman nos asegura que si x; es un punto
de equilibrio del campo vectorial X y los valores propios de la matriz
DX (zg) tienen parte real no nula, entonces xo es un atractor si todas
las partes reales son negativas, es un repulsor si son negativas, o bien se
generaliza el comportamiento del punto silla en el ejemplo 1. Existen
dos variedades invariantes bajo el campo vectorial cuya interseccién
transversal es el punto de equilibrio. En una de ellas las soluciones
tienden asintéticamente al punto de equilibrio cuando ¢ — oo y en la
otra ocurre lo mismo cuando ¢t — —o0. Fuera de ellas localmente se
tiene un comportamiento combinado como en el caso de la silla. Dichos
puntos de equilibrio son llamados hiperbdlicos. En el caso de érbitas
periddicas se puede definir hiperbolicidad en términos de puntos fijos
de la aplicacién de Poincaré (ver el final de la Seccién 3) y se tiene un
resultado andlogo de Hartman—-Grobman que permite construir sub-
variedades invariantes que se intersectan transversalmente en la 6rbita
periddica.

3 Sistemas dinamicos a tiempo discreto.

Comencemos motivando con ejemplos simples de iteracién de funciones.
Si f es una funcién real de una variable real, la correspondiente ecuacién



46 E. A. LACOMBA

en diferencias o sistema dindmico a tiempo discreto es
Zgyr = flxy), parak =0,1,2,3,--- (6)

Dada una condicién inicial o € R, una solucién consistird general-
mente de una sucesién de puntos xg, 1, I3, 3, - - - que puede construirse
iterando apartir de la ecuacién (6).

Ejemplo 7~ Si f(z) = 0.5z y zo = 2 obtenemos la sucesién de
nimeros
1,0.5,0.25,0.125,0.0625, - - -

Asi que a diferencia de los sistemas dinamicos a tiempo continuo
tenemos en vez de curva.un conjunto discreto de puntos que puede
ser finito. El caso finito es equivalente al hecho de que en general
las soluciones de una ecuacion diferencial dada no tienen porque estar
definidas para todo t € R.

Ejemplo 8.— Un caso extremo de esta situacion es por ejemplo la

funcién g(x) = —/z, que estd definida sélo para > 0 y toma valores
no positivos. Si partimos de un zy, > 0 entonces 1 = —/7g < 0 y ya

no podemos calcular el segundo iterado z;. Si tomamos la condicion
inicial 2y = 0, todos los iterados existen y son nulos.

Pero si la funcién por iterar tiene como dominio a todo R, o si su do-
minio contiene a su imagen, entonces las 6rbitas seran sucesiones para
cualquier condicién inicial. La propiedad equivalente de que todas las
soluciones estén definidas en todos los reales no es vilida para ecua-
ciones diferenciales sin imponer condiciones extras sobre la funcién. De
hecho, aqui ni siquiera es necesario que la funcién f sea continua para
que estén definidos sus iterados. Sin embargo, generalmente se supone
que f es por lo menos continua para poder hablar de estabilidad de
soluciones bajo pequefios cambios en la condicién inicial. Si queremos
hablar de hiperbolicidad, también requerimos diferenciabilidad por lo
menos de clase C!.

Ejemplo 9.— Para modelar el crecimiento de las poblaciones se acos-
tumbra usar la llamada ecuacidn logistica

Try1 = aTp(l — z4),

generada por la funcién f(z) = az(l — z), definida sélo en el intervalo
0 < z < 1 para que tome siempre valores positivos. En este caso,
la condicién para que la érbita de cualquier punto sea siempre una
sucesion, es que el parametro a satisfaga 0 < a < 4.
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En general, si F' es una funcién continua de R" en si mismo, o
con dominio un abierto de R*, podemos definir el sistema dindmico a
tiempo discreto

Tk :F(xk)vk:0’172737”' .

Una solucién de este sistema queda determinada al fijar una condicién
inicial zo en el dominio de F. Como vimos para funciones de una
variable, la funcién sera siempre una sucesién de puntos si el dominio
de F es todo R™. Si denotamos por F¥) a la composicién de F' consigo
mismo £ veces, podemos escribir explicitamente cualquier elemento de
la érbita en términos de zy como sigue.

2 = F®)(20), k=0,1,2,3,---.

El equivalente de puntos de equilibrio para los sistemas a tiempo
discreto son los puntos fijos ., definidos mediante la ecuacién

z. = F(x,),

o sea los puntos del dominio que bajo iteraciones generan una sucesién
constante. Un ciclo de p puntos distintos

ok = F®(20),k = 0,1, ,p— 1 con F?(z0) = x

se llama una 6rbita periddica de periodo p. Se puede definir cuando un
punto fijo o una drbita periédica es estable o asintéticamente estable
en forma analoga al caso de sistemas dinamicos a tiempo continuo.

Si la funcién F' es diferenciable, digamos C°, tenemos un sistema
dinamico diferenciable a tiempo discreto. Si ademas F' es un difeomor-
fismo, es decir es invertible y su inversa también es diferenciable, pode-
mos definir puntos fijos hiperbdlicos y érbitas periddicas hiperbdlicas
con sus correspondientes subvariedades invariantes. De hecho, los ma-
peos de Poincaré que se obtienen tomando una seccién transversal a
una, 6rbita peridédica de un sistema dinamico a tiempo continuo tienen
la propiedad de ser difeomorfismos.

Ejemplo 10.— En el caso de un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales (5) si fijamos el tiempo, digamos ¢ = 1, entonces el valor de
una solucién al tiempo 1 se escribe como

&, () = ez,

donde z € R™ es la condicién inicial en ¢ = 0. Entonces ®; define un

sistema dindmico lineal discreto, por ser una transformacién lineal de

R en R™ con matriz e?.
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Si el origen como punto de equilibrio de (5) es hiperbélico, esto sig-
nifica que los valores propios de A tienen parte real no nula. Los valores
propios de e son simplemente las exponenciales de los valores propios
de A, por lo que no pueden tener médulo igual a 1. Esta consideracion
motiva la siguiente definicién.

En general, una aplicacién lineal no singular 7' : R* — R” se lla-
ma hiperbélica si ninguno de sus valores propios se encuentra en la
circunferencia unitaria. De acuerdo con esta definicién, si partimos de
un campo vectorial lineal (5) donde el origen es un punto de equilibrio
hiperbdlico, entonces la transformacién lineal ®; = e” es hiperbdlica.
Una aplicacién F no lineal se dice que tiene un punto fijo hiperbdlico x,
si DF(z,) es una aplicacién lineal no singular e hiperbélica. Los puntos
fijos hiperbdlicos son por lo tanto ya sea atractores (correspondiendo a
que todos los valores propios se encuentren en el interior de la circun-
ferencia unitaria), repulsores (correspondiendo a que todos los valores
propios se encuentren en el exterior de la circunferencia unitaria), o de
tipo silla (cuando algunos estan el interior y otros en el exterior). Esto
es una consecuencia del teorema de Hartman—Grobman para difeomor-
fismos. Si un mapeo de Poincaré de una érbita peridédica de un campo
vectorial es hiperbdlico, todos los mapeos de Poincaré de la 6rbita son
difeomorfos y como consecuencia obtenemos subvariedades invariantes
para la drbita peridédica como mencionamos en la seccién anterior.

4 Los sistemas dinamicos en México.

Podemos decir que el origen de los sistemas dinamicos en México se
remonta a 1945, ano en que el distinguido matemaético Solomon Lef-
schetz de la Universidad de Princeton, E.E.U.U. comenzé sus estancias
frecuentes en la Facultad de Ciencias de la UNAM. Dichas estancias se
prolongaron hasta mediados de la década de los sesentas. En esa época
Lefschetz trabajaba ya en ecuaciones diferenciales ordinarias, princi-
palmente problemas de estabilidad y teoria del control. En los tltimos
anos dirigia un seminario para alumnos que tuvo mucha influencia.

Alrededor de 1970 se sintié también en la influencia de tres ma-
tematicos en E.E.U.U. que formaron alumnos en sistemas dindmicos
que al terminar sus tesis doctorales regresaron a México. Estos fueron
Jack Hale de la Universidad de Brown, Mauricio Peixoto de la misma
universidad y del Instituto de Matemética Pura e Aplicada (Brasil) y
por iltimo Stephen Smale de la Universidad de California, Berkeley.
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Fue hasta 1985 aproximadamente que hubo la masa critica para
comenzar a consolidar varios grupos de investigacién en sistemas di-
namicos a partir de investigadores aislados. Dichos grupos trabajan
principalmente en uno o varios de los siguientes aspectos de los sistemas
dinamicos.

1) Sistemas dindmicos Hamiltonianos o conservativos.— Esto in-
cluye problemas de mecanica celeste y en general de mecanica clésica
o generalizaciones de los mismos, donde el campo vectorial se define
en un espacio de dimensién par a través de una funcién Hamiltonia-
na H que generaliza la nocién de energia en los sistemas mecanicos
cldsicos. Entonces H se mantiene constante a lo largo de las soluciones
del sistema, asi que los conjuntos no vacios {H = h} donde h € R, son
subvariedades invariantes en donde hay que estudiar cualitativamente
el campo vectorial.

2) Teoria de foliaciones.— Las foliaciones de dimensién uno son una
generalizaciéon del concepto de campo vectorial, en donde las curvas
soluciéon del campo vectorial se consideran sin ninguna orientacion ni
parametrizacion. En vez de asignar un vector en cada punto de nuestro
espacio, le asignamos una recta o direccion que pasa por dicho pun-
to. Una solucién o curva integral de la foliacidn serd la imagen de una
curva (un subconjunto de dimension 1) cuyo vector velocidad en cada
punto sea tangente a la direccidon de la foliacién en dicho punto. Si la
dimensién del espacio es suficientemente grande, podemos tener tam-
bién foliaciones de dimensién més alta, si cada punto tiene asignado un
subespacio de dimension fija que puede ser 2, 3 o0 aun mayor. En este
caso hay que agregar condiciones de integrabilidad de la foliacién para
asegurar la existencia de soluciones, que serdn objetos con la misma
dimensién que la foliacién.

3) Dindmica discreta.- Iteracién de funciones reales, principalmente
funciones de los reales en los reales, de la circunferencia en si misma
o del plano en si mismo en el caso real. También la llamada dinamica
holomorfa, que se refiere a la iteracion de funciones holomorfas w =
f(2), cuya descripcién da lugar por ejemplo a conjuntos fractales en el
plano.

4) Campos vectoriales holomorfos.— Esta es un generalizacién de
los campos vectoriales a tiempo continuo, donde el campo vectorial
es holomorfo, es decir una funcién holomorfa X : C* — C" y las
soluciones = ¢(t) son funciones holomorfas de un tiempo complejo
t € C. La imagen de las soluciones son objetos de dimensién real 2 en
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C", generalmente superficies de Riemann. Aqui se usan frecuentemente
resultados de la geometria algebraica.

5) Otros modelos relacionados.~ También se estudian modelos de
sistemas dindmicos para epidemiologia, para Biologia, asi como para el
estudio de sociedades animales (hormigas, abejas, etc.). En el dltimo
caso se emplean solamente modelos discretos. En general se trata de
familias de sistemas dindmicos, por aparecer uno o varios parametros
que se pueden variar.
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