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Resumen

En este trabajo le presentamos al lector dos aspectos de
una misma problemadtica estrechamente relacionados entre si; el
primero es el estudio de recubrimientos de la esfera por poligonos
esféricos, en general regulares, que cumplen alguna otra condi-
cién, el segundo es el estudio de poliedros convexos cuyas caras
estdn sujetas a distintas restricciones. Algunos resutados bien
conocidos pero importantes, se derivan de forma totalmente ele-
mental, tomando como punto de partida la férmula para calcular
el 4area de la esfera.

1 Triangulos y poligonos esféricos.

Para este trabajo son necesarias las férmulas para calcular el rea de
tridngulos esféricos y, en general, de poligonos esféricos. Para nuestros
propositos basta considerar poligonos en los cuales cada angulo interior
no excede 7 radianes, lo que implica que cada uno de estos poligonos
puede situarse en media esfera. Bajo estas condiciones demostraremos
dichas férmulas, de las cuales, en caso de necesidad, podemos derivar
versiones mas generales.
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Nuestro punto de partida serd la férmula para calcular el 4rea de
E(r), la esfera de radio r, cuya demostracién puede encontrar el lector
en muchos libros de Geometria elemental, por ejemplo [1].

Area(E(r)) = 4nr’.

Para obtener la férmula para calcular el drea de un tridngulo esférico,
necesitamos una definicién y un par de observaciones. Por un huso
esférico completo de magnitud o entendemos la porcién de esfera com-
prendida entre dos circunferencias de radio maximo que se intersectan
formando un dngulo @. Como se puede ver en la esfera de la figura 1,
cada circunferencia de radio méaximo esta situada en un plano que pasa
por el centro de la esfera, que también es centro de la circunferencia
de radio méaximo. Los planos asociados a dos de tales circunferencias
se intersecan formando un dngulo igual al dngulo que forman las cir-
cunferencias. Un huso esférico es la parte de la esfera situada dentro
de un de los 4ngulos formado por los planos, y su magnitud es precisa-
mente la medida de dicho d4ngulos. Cuando tomamos en cuenta no soélo
un angulo, sino un par de dngulos opuestos, tenemos el huso esférico
completo.

Figura 1: Huso esférico completo.

Observemos, primeramente, que dada una esfera de radio r, el drea
de H(a), un huso esférico completo de magnitud «, es:

Area(H(a)) = 4ar®

Para convencernos basta notar que a un huso esférico de magnitud
7 le corresponde un 4rea de 4772, pues abarca la esfera completa, y
aplicar una regla de tres.

Observemos, en segundo lugar, que si tenemos un huso completo de
magnitud o en la esfera de radio r, cualquier circunferencia de radio
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maximo divide al huso en cuestién en dos partes de igual drea. A cada
punto del huso en una de las dos partes, corresponde su antipoda en la
otra parte, es decir, cada mitad del huso se obtiene a partir de la otra
mediante una simetria radial con respecto al centro de la esfera. Una
consecuencia casi inmediata de la observacién es el siguiente:

Teorema 1. Consideremos una esfera de radio r y en ella un tridngulo
T(a, B,7) con dngulos interiores o, B y vy, cada uno de ellos menor o
tgual ™ radianes. Entonces:

Area(T(a, 8,7)) = (a + B+ — 7)r2.

Como ilustra la figura 2, podemos situar el tridngulo en media esfera.
Consideremos las porciones de los husos esféricos de magnitudes «, 8 y
7, correspondientes a los dngulos del tridngulo y contenidos en la misma
media esfera que éste. Estos husos cubren tres veces al tridngulo, pero
solo una vez al resto de la media esfera. Por lo tanto:

1

5 Area(E(r)) = 2nr® = 2ar® + 287r* + 2yr? — 2 Area(T (e, 8, 7))

y despejando Area(T' (e, 3, )), obtenemos la férmula buscada.

Figura 2: Tridngulo esférico.

Corolario 1. Los dngulos de un tridngulo esférico siempre suman mds
de m radianes, o lo que es lo mismo, mds de 18(P.

Notemos también que cuando o« = 3 = v = 7 entonces
Area(T(a, B,7) = 2mr?, es decir, el tridngulo ocupa toda la media
esfera y por lo tanto sus lados cubren la circunferencia de radio r que
la limita (figura 3a). A estos tridngulos los llamamos degenerados, pues
sus lados estan alineados.
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Figura 3: (a) Un tridngulo esférico degenerado cubre un hemisferio
completo y (b) Cubierta de la esfera formada por dos poligonos
regulares degenerados.

Teorema 2. Consideremos la mitad de una esfera de radio v, y en
ella un poligono de n lados y dngulos interiores oy, qq,... 0, cada
uno de ellos menor o igual a 7 radianes. Denotemos dicho poligono
por Play, o, ... ,ap). Entonces

Area(P(ay, 09.... ,ap)) = (a1 + ag + -+ + ap — (n — 2)m)r?

El teorema anterior se demuestra dividiendo el poligono en tridngu-
los esféricos y aplicando la férmula para calcular el drea del tridngulo.
Los detalles se los dejamos al lector. Cuando todos los angulos del
poligono son iguales a m decimos que éste es degenerado y, al igual que
en el caso del tridngulo, ocupa toda la media esfera y sus lados cubren
la circunferencia que la limita.

Un caso importante para nosotros es el de los poligonos de n lados
con todos los dngulos interiores iguales entre si. En este caso, si deno-
tamos por a al valor comiin de los dngulos interiores y por P(n,a) a
uno de tales poligonos, el area ésta dado por:

Area(P(n,a)) = (na — (n — 2)7)r?,

notemos que, como el drea no puede ser negativa, el angulo interior o
debe cumplir la desigualdad na — (n — 2)7 > 0 la cual es equivalente a

(n—2)m

o >

Si un poligono tiene todos sus angulos interiores iguales y sus la-
dos congruentes entre si, decimos que es regular. Como nos muestra
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la figura 3, el que los dngulos interiores de un poligono degenerado
sean iguales no implica que los lados lo sean. En el caso de poligonos
no degenerados, la igualdad de los dngulos interiores implica la igual-
dad de las longitudes de sus lados; es decir la igualdad de los 4ngulos
interiores implica que se trata de poligonos regulares. Asimismo dos
poligonos regulares del mismo numero de lados con angulos interiores
iguales son congruentes. Al lector le resultara interesante verificar estas
aseveraciones, las cuales por cierto no son validas en el plano.

Una manera de construir poligonos regulares con n lados es tomar
un punto en la esfera, el polo norte por ejemplo, y dividir el ecuador
en n partes iguales. A continuacién se trazan los meridianos — esto es,
los segmentos de circulo maximo que tienen por extremos los polos—
que pasan por los puntos que dividen el ecuador, sobre estos meridianos
se toman puntos de tal forma que todos ellos disten lo mismo del polo
norte, o dicho de otra manera, que todos ellos se encuentran sobre el
mismo paralelo. Dichos puntos seran los vértices de un poligono regular
de n lados.

Notemos que a, el dngulo interior de cada uno de estos poligonos,
toma el valor 7, cuando los vértices distan /2 del polo norte, es decir,
cuando estdn sobre el ecuador, y su valor disminuye, tendiendo a
(n — 2)7/n, cuando la distancia al polo norte, el centro comiin de esta
familia de poligonos, tiende a cero.

2 Recubrimientos de la esfera por poligo-
nos regulares.

Un hecho que no escapa a la atencién de ninos y jévenes es que el plano
lo podemos cubrir con piezas iguales a un poligono regular, sélo si dicho
poligono es un tridngulo, un cuadrado o un hexdgono. En el caso del
tridngulo se encuentran seis piezas en cada vértice, en el del cuadrado
cuatro y en el del hexdgons, tres. - Ademds de cubrir totalmente el
plano, le hemos impuesto a tales recubrimientos las condiciones de que
sus piezas pueden ser ajenas o bien tener vértices o lados en comdun,
pero no puede un vértice de una pieza estar sobre un lado de otra ni
dos piezas pueden traslaparse.
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Figura 4: Pavimentando el plano con poligonos regulares.

La propiedad arriba mencionada de los recubrimientos del plano,
el lector puede verificarla analizando lo que pasa en un vértice del re-
cubrimiento en cuestién. Debers tener en cuenta que los dngulos de
las piezas incidentes en dicho vértice suman 27 radianes, y que en el
plano los dngulos interiores de un poligono regular de n lados miden
(n — 2)7/n radianes.

En esta seccién estamos interesados en el mismo problema, pero
sobre una esfera. Por simplicidad supondremos que la esfera tiene ra-
dio 1, lo cual no implica pérdida de generalidad. Empecemos viendo
que sucede si en un vértice de nuestro recubrimiento se encuentran
iinicamente dos poligonos regulares esféricos de n lados; en este caso
los angulos internos de los poligonos en cuestién son iguales a 7 radianes
y se trata de poligonos degenerados que como sabemos cubren exacta-
mente media esfera. Acorde con ello, nuestro recubrimiento consta de
dos de tales poligonos, como se ilustra en la figura 3b. Observemos que
esta posibilidad no se da en el plano.

Llamemos m al niimero de piezas del recubrimiento que se encuen-
tran en un vértice. Teniendo resuelto el caso degenerado, podemos
suponer que m > 2. Si las piezas son iguales a P(n, a), el poligono re-
gular de n lados con dngulos interiores iguales a o, entonces 27 = ma
6 a=2m/m,y el drea estd dada por

2n

Area(P(n,a)) =na—(n—2)r = (— — (n — 2))7.

m

Entonces 2n/m — (n — 2)m > 0, de donde 2n + 2m — nm > 0,
condicién que es equivalente a:

(n—2)(m-2) <4

y por lo que hemos visto, podemos suponer que n > 2y m > 2. Las
tinicas parejas {n, m}de nimeros naturales que cumplen las condiciones
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anteriores son:
{3,3},{3,4},{3,5}, {4,3} y {5,3}.

Dichas parejas dan los valores siguientes para los dngulos interiores
de las posibles piezas:

o w3

SIS ORI el

De acuerdo con lo visto, si queremos tapizar la esfera de radio 1

con poligonos esféricos regulares no degenerados, estos no pueden ser
distintos de:

2m 2 2
—), P(4,—), P(5, —).
)’ (’3)’ (’3)

2T T
Y. P(3.=
P(37 3 )’ (3’ 2)7P(37 5

Veamos ahora si podemos construir una cubierta de la esfera con
piezas iguales a estos poligonos. Para ello primero calculemos, como se
muestra en la siguiente tabla, cudntos de cada uno de ellos se requeriran
para, cubrir un drea igual a 4~.

Poligono | Area | Piezas
P32 | « 4
P(3,%) z 8
P(3, 2—5’5) 2% 20
P(4, 2?”) = 6
PG| § | 1

Por iltimo podemos convenceremos de que en cada caso efectiva-
mente se puede cubrir la esfera de radio 1 con las piezas en cuestion.

Empecemos con el caso en el que las piezas son iguales a P (3, 2?")
Dado que el dngulo interior de este poligono es %", en un punto de la
esfera, digamos en el polo norte, podemos colocar 3 de dichas piezas. No
es dificil verificar que el espacio vacante sobre la superficie de la esfera
después de colocar los tres tridngulos, necesariamente es congruente
con P(3, 5371) En efecto, los arcos que limitan dicho espacio son lados
igtiales de las 3 copias de P(3, -231) previamente colocadas, y los dngulos
entre dichos arcos son de 21 — (& + %f) = #. Un fenémeno similar
puede obervarse en los otros casos, comenzamos colocando copias de
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P(n, a) alrededor de un punto. A medida que colocamos més copias de
P(n,a), el drea no ocupada de la esfera disminuye, pero en tanto haya
un espacio libre, sus rincones permiten acomodar copias de P(n,«),
hasta que finalmente el espacio vacante se reduce a una regién con-
gruente con P(n,a). En la figura se muestran los cubrimientos de la
esfera correspondientes a la tabla. Un buen ejercicio para el lector es
dibujar v analizar cuidadosamente la construccién arriba descrita en
cada caso individual.

Figura 5: Recubrimientos de la esfera con poligonos regulares iguales.

3 Recubrimentos de la esfera y poliedros.

Con toda seguridad el lector estara pensando que le estamos haciendo
perder el tiempo, pues los resultados que acabamos de ver son equiva-
lentes a lo que ¢l ya conocia acerca de los sélidos platénicos o poliedros
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regulares. En efecto si consideramos los vértices de nuestros recubri-
mientos y en vez de unirlos con segmentos de circulos maximos los uni-
mos por las cuerdas correspondientes, obtenemos poliedros regulares y
viceversa, si tenemos un poliedro regular y lo inscribimos en una es-
fera y ahora sustituimos las aristas por segmentos de circulos maximos
obtenemos un recubrimiento regular.

Pero nuestra intencién es distinta y consiste en mostrar que restrin-
giéndonos a la esfera y su geometria también podemos obtener dichos
resultados con argumentos de gran sencillez y, como veremos en la
seccion siguiente. el tipo de razonamiento utilizado puede aprovecharse
para demostrar algunos resultados de naturaleza méas general.

>POGHE
QOO
LD
ol

Figura 6: Poliedros arquimedianos

Por otra parte, lo que hasta aqui hemos visto no termina con el
estudio de los recubrimientos de la esfera sino, por el contrario, es so-
lo el principio: ;Cémo estdn relacionados entre si los recubrimientos
vistos hasta ahora?, ;Qué pasa si aceptamos usar piezas con forma de
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poligonos regurales pero de distinta especie (octagonos y tridngulos por
ejemplo)?, ;Qué pasa cuando no pedimos regularidad de las piezas?.
Estas son preguntas naturales con las cuales puede uno continuar, si
bien el responder algunas de ellas requiere de métodos menos elemen-
tales que los utilizados en este articulo. Por ejemplo, cada uno de los
poliedros de la la familia que se muestra en la figura 6, tiene planos de
simetria que descomponen la esfera en familias de tridngulos que per-
miten generar poliedros por la accién de grupos de simetrias. El lector
interesado en enterarse de estos temas, puede consultar las referencias
que se encuentran al final de este articulo.

4 Los teoremas de Descartes y de Euler.

Cuando dibujamos el desarrollo de un poliedro convexo en una superfi-
cie plana, por ejemplo en una hoja de cartén, para poder doblar la figura
en un modelo tridimensional tenemos que recortar el cartén sobrante
alrededor del dibujo. La medida angular total del cartén recortado
alrededor de un vértice dado, indica qué tan puntiagudo es el modelo
tridimensional en dicho vértice: si es poco lo que se recorta, el modelo
resulta casi plano en la vecindad del vértice en cuestién, y entre més
recortamos, se tienen que hacer dobleces mas pronunciados para armar
el modelo. Mas formalmente, se llama déficit angular 6(v) del vértice
v de un poliedro convexo, a la diferencia entre 27 y la suma de los
angulos .. o que inciden en v:

k
o(v) =27 — Zai.
i=1

Teorema de Descartes. En cualquier poliedro convezo, la suma de
los déficit angulares de todos sus vértices es igual a 4.

Simbdlicamente, si un poliedro convexo tiene vértices v; . vy, en-
tonces

|4

Zé('l}l) = 4.

i=1

Para probar esta identidad, utilizaremos una forma de asignar a cada
poliedro convexo P, una cubierta de la esfera formada por poligonos
esféricos que no se traslapan, distinta de la proyecién central usada en
secciones anteriores. Consideremos entonces un poliedro convexo P,



COMO EL AREA DE LA ESFERA ES 4772, ENTONCES ... 11

y tomemos una copia de la esfera unitaria. A cada cara del poliedro
P, asociemos un radio de la esfera cuya direccién sea perpendicular
al plano de la cara y fijémonos en los puntos determinados por dichos
radios sobre la superficie de la esfera. A continuacién, unamos con
un arco de circulo maximo aquellos pares de puntos tales que las dos
caras correspondientes tienen una arista en comun. Nétese que cada
poligono esférico en la cubierta recién construida, estd asociado a un
vértice del poliedro P. Ahora bien, el angulo sélido que determina a
un poligono esférico de la cubierta, y el dngulo sélido formado en el
vértice correspondiente del poligono original, son lo que en geometria
solida se denominan angulos sdlidos polares: si se tiene un angulo sélido
determinado por una familia de planos que pasan por un punto y desde
otro punto se trazan las semirectas normales a los planos, se forma
un nuevo angulo sélido que se dice polar del primero. La relacién de
polaridad es simétrica, es decir, si un angulo es polar de otro, este
otro angulo es también polar del primero, y no es dificil darse cuenta
que los dngulos diedros de un dngulo sélido, son suplementarios de los
angulos planos del correspondiente dngulo sélido polar. Entonces, si en
un vértice v; del poliedro P inciden los dngulos «; .. ax,, necesariamente
los dngulos entre los lados del poligono esférico asociado son m—a;y, 77—
o, v el drea del poligono esférico es entonces:

ki

(1 — ;) — (ki —2)m =27 — i:aj = 6(v;)

En otras palabras, en la cubierta que construimos de la esféra, el area
de cada uno de los poligonos esféricos que la constituyen, es igual al
déficit del vértice correspondiente del poliedro P. Sumando las areas
de todos los poligonos que forman la cubierta de la esfera, obtenemos
Zyzl d(v;) = 4m, que es lo que queriamos demostrar.

A partir del teorema de Descartes, podemos demostrar el famoso

Teorema de Euler. Si P es un poliedro convero con V wvértices, A
aristas y C caras, entonces

V-A+C=2.

Para demostrar el teorema de Euler, consideraremos la proyeccién
central del poliedro P en una esfera, que sin pérdida de generalidad
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podemos suponer de radio 1. Por el teorema de Descartes, sabemos
que

v |% k

' Vook
47r=25(v,—)=z 2T — )« =27rV—ZZ(1j
71=1

=1 i=1 =1 y=1

-l

La 1ltima doble suma en la anterior cadena de identidades, es la suma
de todos los angulos en los vértices de P, que es igual a la suma de de
los dngulos interiores de todas las caras del poliedro. Si denotamos por
Bi,...,B,a los d4ngulos interiores de la i-ésima cara de P, entonces

li

1% C
> o= 5B

i=1 j=1 i=1 j=1

k;

Ahora bien, si la i-ésima cara de P tiene e; lados, se tiene

ZZﬂJ 2(6,—2 i =2nA - 27nC

=1 j=1

Donde la iltima identidad se desprende del hecho de que al sumar el
ntdmero de aristas de todas las caras del poliedro, como cada arista es
comun a dos caras, cada arista del poliedro se cuenta dos veces en dicha
suma. Poniendo todo junto se tiene

47 = 27V — (2rA — 27C)

y cancelando 27 se tiene 2 =V — A+ C, lo que se queria demostrar.

Es interesante observar que del teorema de Euler se desprende el teo-
rema Descartes. En efecto, si no suponemos de entrada que la suma de
los defectos angulares en los vértices de un poliedro es 47, de cualquier
manera el razonamiento de los parrafos anteriores muestra que

14

> §(vi) =2r(V - A+C)

=1

y si se sabe que V — A + C = 2, entonces entonces la suma de los
defectos angulares necesariamente es 4.

Del teorema de Euler se conocen multitud de pruebas distintas. Una
demostracién que no hace uso del teorema de Descartes es la siguiente:
Consideremos un poliedro convexo P, y consideremos una esfera con
centro en el interior de P, y de radio suficientemente grande para que P
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quede totalmente contenido en su interior. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que el radio de la esfera es 1. Proyectemos ahora los
vértices y aristas de P desde el centro hacia la superficie de la esfera.
Esto origina una cubierta de la esfera por poligonos esféricos, de tal
manera que a cada vértice de P corresponde un unico punto de la
esfera, a cada arista de P un arco de circulo maximo, y cada cara de
P corresponde un poligono esférico, de tal forma que el nimero V de
vértices, el nimero A de aristas y el nimero C de caras son idénticos
para P y su imagen esférica. Consideraremos ahora, para la imagen
esférica de P, la expresiéon

Vo ok c i

DD =3 >0

=1 j=1 i=1 j=1
donde wy .. wg, son los angulos que inciden, en la superficie de la esfera,
en la imagen del vértice v;, y 0y,...,0;, son los dngulos interiores de
la imagen de la i-ésima cara de P, la cual es un poligono esférico que
denotaremos F;. Como la proyeccién de P cubre la esfera, los dngulos
alrededor de cada vértice forman una vuelta completa, por lo cual

Vo ok

Zij =2nV.

=1 j=1

Por otra parte sabemos como se relaciona la suma de los dngulos inte-
riores de un poligono esférico con el 4rea del mismo, y podemos escribir

cC U C
D36, => " [(ei — 2)m + Area(Fi)]

i=1 j=1 1=1

donde e; es el niimero de aristas del poligono esférico Fi. Esta ultima
suma vale 2r A — 27C + 4w, y por lo tanto

21V =2nA — 27C + 47,

Al cancelar 2w, se tiene lo que se queria demostrar.

Entre otras aplicaciones, la férmula de Euler permite establecer,
en forma combinatoria, condiciones necesarias para la existencia de
poliedros convexos con ciertas caracteristicas. Por ejemplo, es ficil
determinar todos los poliedros cuyas caras tienen todas p lados, y que
tienen el mismo nuimero ¢ de aristas en cada vértice. En efecto, en
dicho caso

24 =pC =qV
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como segun el teorema de Euler V — A + C = 2, entonces

24 2A
— - A+ =2
q b

de donde
1+1_1+1
P q_2 A

esta identidad junto con las restricciones p > 3, ¢ > 3y A > 6 (el lector
puede reflexionar porqué no existe un poliedro con menos elementos que
el tetraedro), implican que

<

+ =<

NN
S| =
D]
OJINJ

La tabla siguiente muestra los posibles valores de p y g, junto los corres-
pondientes valores de V, A y C que se derivan de las igualdades 24 =
pC = qV.

plg|V |A|C
3134|614
413|812 6
31416 |12 8
913(120}30]12
315112130120

Nétese que la férmula de Euler nos permite afirmar que existen no
més de 5 poliedros con caras con el mismo nimero p de lados, y el mis-
mo numero g de aristas en cada vértice. Dichos poliedros tendrian que
tener las caracteristicas que indica la tabla anterior. Sin embargo, no
sabemos de antemano si tales figuras pueden efectivamente realizarse
en el espacio tridimensional. En el caso de este ejemplo, los Sélidos
Platdnicos, que construimos en la primera parte mediante recubrimien-
tos de la esfera, realizan las caracteristicas que indica la tabla, y tienen
la propiedad adicional de que las caras son todas pohgonos regulares,
y no sélo caras con el mismo niimero de aristas.
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