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a =a + d(n-1) n ll 
(1) 

donde a es el primer término y d la diferencia de la pro­

. gresi6nQ 

Para n=l la f6rmula (1) es cierta. 

Supongamos que la f6rmula (1) es cierta para n=kw 

~~ dleieir 

Entonces 

o sea, que la f6rmula (1) resulta también cierta para n=k+l. 

Teorema 3. El enésimo término de una progresi6n 

geométrica puede calcularse por la f6rmula: 

a = a·. n-1 
n lq (1} 

donde a 1 es el primer término y q la raz6n de la progresi6n. 

Para n=l la f6rmula (1) es correctaº 

Supongamos que 

Entonces 





1} Supongamos que entre las (k+l)! permutaciones 

se tienen dos iguales. Denoté:rnoslas por p1 y p2 • Supon-· 

gamos que en la permutaci6n p1 el elemento ªk+l ocupa e~­

s-ésimo ·lugar contando de izquierda a derecha. Entonces 

tarnbié~ en Pllelemento ªk+l ocupa el s=ésirno lugar. 

Separando de· p1 y p2 el elemento ªk+l ~· obtenemos 
dos permutaciones iguales de k elementos: ,.1 y P-2 • 

Resulta que. para' obtener p1 y p2 en una misma per·~ 

rnutaci6n. de elementos .. a1 ,a2 , ••• ,ak' hubo necesidad de que 

el elemento ªk+locupara. dos veces el mismo lugar. Esto 

contradice la regla, mediante la cual se construyen las 

permutaciones. 

2} Supongamos que algQna permutaci6n p de (k+l) ele­

mentos no la obtuvimos. Supongamos que en p el elemento 

ocupa el s~ési.ni.o lugar de. izquierda a .derecha. Separemos 

de p el elemento ªk+l" Obtenemos la permutaci6n p de los 
primeros k elemento.s .• Signif&ca que .para .obtener p era su­

ficiente tornar la permutaci6n p y poi;ier e,1 elemento ªk+l 

·de tal manera.que dicho elemento ocupara el s-ésimo lugar. 

/ 

Forzosamente tomamos la permutación p, puesto que 

estamos considerando todas las posibles permutaciones de 

los k primeros elemento¡:;. 

Hemos podido colocar el elemento ªk+l en el lugar 
señalado, ya·que'&icho elemento lo.h~mos col,ocado en el 

}'rimero, . segundo, ••• ,en el (k+1) -ésirno lugar~ 

As~( pues, todas las permutaciones formadas son 

di1~erentes y cualquier permutaci6n de (k+ll elementos la 
1¡¡¡,~J~/Y3 ¡;;cbtenido. 



De lq dicho se concluye que 

Teorema 5. El número de ordenaciones dem.elementos 

tomados de·· n · en n (*) puede .. ser calculado . por la f6rmula : 

An - m (m-1) ••• (m.,..n+l) 
m (1) 

1 Ante todo señalemos que Am = m y de este modo la 

f6rmula ·(1) es cierta para n=l. Supongamos que 

Ak = tn(m-1) ••• (m-k+l) • m . . . . 

donde k<m. Demostremos que 

Ak+l = in (m..,.1} •.•. (-k) • · 
m 

Para obtener todas.las ordenaciones de m elementos 

tomados de·· (k+ll en (k+:l) es ·suficiente tomar todas las 
• 

ordenaciones de m elementos tomados de k.en k y a cada 

una.de ellas adjuntarle al final cada uno de los (m-k) ele­

mentos. , . No es dífic.;Ll d.9-:i:-se cuenta que léi,S ordenaci.ones 

que hemos formado con los m elementos tomados de (k+l) en 

(*) Se llama co:IIlbinaci6n de m elementos tomados de.nen n, 
a cualquier subconjunto (parte) , que contiene n elementos 

, de un conjunto dado formado por ro elementos. 

Cualquier conjunto (de m elementos) ordenado se lla­
ma permutaci6n formada de sus (m) elementos. El alfabeto 
castellano es un ejemplo de conjunto ordenado d9nde la letra 
b sigue después de laa, la c después de la b, etc., la letra· 
a (primera) no sigue de ninguna otra y después de la z (úl­
tima no sigue ninguna más. El conjunto formado por 1, 2, •• ·• ,m 
en el cual el element.o siguiente se considera el número en 1 
m~yor ai anterior puede considerarse como el representante de 
diferentes conjuntos ordenados. concretos que contienenm 
elementos (ya que.puede establecerse una correspondencia 
livn!voca entre dichos conjuntos y 1,2, ••• ,m). 

Se llama ordenaci.6n de 1Ii elementos tomados de n en n 
a C'\lalquíer subconjunto ordenado de n elementos de un conjun­
to dado formado por m elementos. 



(k+l) son toqas di~erentes y además cualquier o.rdenaci6n 
... 1 r . , . . .. 

d.e m elementps tomados de .(k+ll está contenida entre las 
obtenidas. 

Resulta pµe s que: 

Teorema 6. El número de combinaciones de m elemen­

tos tomados de n en n puede ser. calculét.dO mediante la f6rmula 

en:= m(m-1} •• : ~ (m-n+l) 
m 

(1) 
1. 2 •.• n 

1 Primeramente señalemos que e =m, por tanto para n=l m 
la fórmula (1) es cierta. 

Supongamos•qut::! 

k c. 
m 

Demostremos que 

= m (m-1) ••. (m .... k+l) 

1. 2 ••• k 

m (m-1) ••• (m-k+l) (m-k) 

1.2 ... k(k+l) 

Para obtener todas las combinaciones de m elementos 

tomados de (k+l)'en (k+l), escribamos tqdas las combinacio­

nes de m elementos tomados de k en k y a cada una de ellas 

en calidél.d delelemento {k+l) em (k+1) , pero cada una de ellas 

se obtiene (k+1) veces. 

Efect.ivamente la combinaci6n a1 ,a2 , ••• 'ªk+l se 
obtiene cuando a la combinación a 2 ,a3 , •.• ,ak+l se le ad-

junta el elemento ª1' cuando a la combinaci6n ª1'ª3'ººº'ªk' 
.ªk+l se le adjunta el elemento a 2 , etc. cuando, finalmiente 

a la combinaci6n a1 ,a2 , ... ,ak ~e le adjunta el elemento ,ªk+lº 

ck+l = ck m-k = m(m-1) .•• (m-k) 
rn m k+l 1.2 ... k(k+l) 



r¡' 
l{J 

Teorema 7 •. Cualquiera. que sean los.húmeros a y by 

para todo número Qatural n¡ se cumple la f6rmula 
i~ 

(1) 

(Teorema del binom:io de Newton)* 
-..,.._.__ ___ _.. _____ ·;1t!.. 

*) Una forma general de poder deducir la suma de potencias de 
los n primeros naturales es pp.sible .aplicando el teorema 7: 

i\ . 

Nos proponemos calcular lasuma 

Por el teorema 7, tenemos que 

k+l k+l 1 k 2 k~l 
(m+l) ~.· m =Ck+lm +Ck+lm / + ..• +1 

Haciendo sucesivamente m.=o, 1, ~ .. ·n; obtenemos 

lk+1 
\ 

= 1, 

2k+1 lk+1 k 2 k-1 1, - = ck+11 + ck+l 1 + .•• + 

3k+l 2~+1 cr i 2k c~+1 
k-1 l, - = + 2 . + •.. + k+l 

i:i o o e • e •' • ·• •· • ,o •· o • o e··• • q • • • o • • • • e 'e • o e 41 o • • o. o et o 

(n+l) k+l_nk+l = ckl+l k 2 'k-1 1
' " n +Cn+ln +~ .. + 1, 

' . fl 
.. . .·· . . ·.· ·.. ~ 

miembro a miembro estas igualdades.obtenemos Sumando 
i, j . : k+l 1 .·· 2 ; 1 ., ' .. 

Cn+l) =Ck+lsk + ck+lsk~1·+ •.. +~ck~1s1+n+l 

Esta f6rmula no~ permite calcular la suma'sk si son conocidas 
las sumas anteriores sk_1 , ..• ,s2 ,s1 

Haciendo k=l, en la última f6rmula, obtenemos: 
·¡ 

(n+1) 2 - ~· S + n + 1 - 1 

Despejando s
1 

y recorda,ndo que es la suma de. los primeros n 
naturales ob~enemos · 

S ~1+2+ ••• +n = fi(n+l) 
1 2 

(v~ase el problema 5) • 

Haciendo k=2: 



Para: ~~1 ten~qs qµe~,,.f.t;~a+b y consecuentemente para 
."... ; •. '· • :. • !.. •• '.·:'·¡, .:..:·'":·~ ¡; ''.'</ i .:: '· ' 

este caso la fórmula (1) se cumple. 

Supongamos que 

Entonces 

k+l k k l k-1_ k (a+b) r. - (a+b) (a+b) = {a ,+cka -b+ •••. +b ) (a+b) = 
. ·"····.'';:, . .... 

s s+l _ s+l (**) . . 
Tomando en cuenta que ck +ck . - ck+l··. , obtenemos 

( +b) k+l= k+l+cl kb+c2 k-lb2 + +cs+l k-sbs+l+. · +bk+l. ª ª k+lª k+lª · ••• k+lª ••• · • 

* de donde 
2 2 · 2 n{n+1) (2n+1) s2=1 +2 + •.•• +n = 6 {v~ase el probl. 6) 

Haciendo k=J, obtenemos 

de donde 

s3=1
3

-i:2
3 

+ ••.•. +n
3=:,.[ n <tll] 2 

(v!lase él probl. 9) y 

as! sucesivamente haciendo k•4,S, ••• podemos obtener s4 ,s5 , ••• 

N. del T. 

** l A partir de la 0i6ríólila d.ef teor.ema 6, ,es f4cil dem.ostrar 
esta igualdad. N. del T. :: 
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.. 3. Hip6tesis ·-
SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS 

\J. = Jn-2 n 

1) Para n=l la hip6tesis es cierta. 

2) Sea 

.Uk = Jk-2 • 

Entonces 

4. Hip6tesis -

1} Para n=1 la hip6tesis es cierta. • 

21 Sea 

Entonces 

V . . . 

6. 11 Para ni=ll. la proposict.<5n es verdadera. -
21 SUp6ngase que 

12 ·22 32 ·. k. 2 . kOt.+1]'(2.TQ,.1} .. + + . +. ' • + . =! .....,. __________ ___ 

6 



• . ~· 

52 

( •' '. ,, 
;\ ~.· . 

Entonces 

12+22+32+ ••• +k2+(k+1}2= k(k+1)(2k+1) +(2k+1)2=(k+1) (2k+1) (2k+3) • 
6 ~ 

8. - 1) Para n=l léi proposici6n e's .verdadera 

2) Suponiendo que 

Entonces 

; ,,-_ ~ 

12+32+52:+~- •• +(2k.:..1) 2 = k (2k ... 1) (2k+l) 
3 

= 
(k+l) (2k+1) (2k+3) 

3 

9. - 1) Para n=l la proposición es·:verdadera. 

2) Sea 

Entonces 

10. - 1) Para n=l la proposición es cierta. 

2) Supongamos que 

:tmtonces 

2 
1 + X + X 

k + ••• +x = 

. ' ·' 

· 2 1P k+l .. ____ x· k +_l :t +x· k+l = 1 + ~ + ·~ · · + •. , +x"" .. ··~ ·. ·· - ~ 
x-1 



;'' 
i 

1 
1 

11. - 1) Para n=l la propo~~ici6n es c.ierta. 
·": J . 

.. "· 4··.·.:··~·/'.;· 

2) S)lp6ngase que: :,tl,,, ... é>· 

. . - k(k+l) (k+2) 1.2+2.3+ ••• +k(k+l) - ---........,3,..:....:~~ 

Entonces 

1.2+2.3+ ••• +k(k+l)+(k+l) (k+2) = k(k+l) (k+2> + (k+1) (k+2) = 
3 

= (k+l) (k+2} ( ~1) = (k+l) (k+2) (k+3) 
. . . 3 . 

!!,- 1) Par.a n=l la proposici6n es verdadera. 

2) Si 

1.2.3+2.3.4+ ••• +k(k+1) (k+2) 

Entonces 

= k(k+1) (k+2) (k+3) 
4 

1 .. 2.3+2.3.4+ ••• +k (k+1) (k+2)+(k+1) (k+2) (k+3)-k(k+l) (kt2> (k+3 > + 

+ (k+l) (k+2) (k+3) = (k+l) (k+~) (k+3) {k+4) • 
4 

13. 11 Para n=l la proposici6n es cierta. 

2} Si 

1 1 1 k 
1.3 + 3.5 + ••• + (2k-1} (2k+1) = 2k+l 

Entonces 

. 1 1 1 1 
1:3 + 3.5 + ••• + (2k-1) (2k+1) + (2k+1) (2k+3) 

k 
= 2k+1 + 

1 
+ (2k+l) (2k+3) 

k+l 
= '2K+3 



14. 1) Para n=l la proposici6n es verdadera. 

1 2 22 k 2 k(k+1) 
1.3 + 3.5 + ••• + (2k-l) (2k+l) = 1(2k+1) 

. · ""-,"'' 

Ento!lci'e;s . 

1
2 

+ 2
2 

+ + k~ ' + (k+1)
2 

1. 3 3. 5 • • • (2k..;.1J (~k.+1) . ' (2k+l) {2k+3) -

2 
k {k+l} + . {k+lL :,: ··(k+l) k (2k+3J +2 Ck+l) 

= 2 {2k+l}' {2k+1) (2k+3} '' ... . '2 (2k+l)' (2k+3) 

(k+l) {2k2+5k+2) 
- 2 (2k+l) (2k+3) 

(k+1) {2k+l) {k+2) (k+l) {k+2)• 
= 2(2k+l) (2k+3) ' = '2(2k+3) 

15. - 1} Para ii=l ·la pr~p6s:i.ci6n es cierta. 

2) Si 

·. 1 1 ... ·., ....... ·.. .1 ~ 

. 1.4 + 4. 7 +. ~ ~+ {3k-2) {3k+l) - 3k+l 

Entonces 

1~4 ~ 4~7 + ••• + {3k-2)~3k+1}+ {3;k+lt{3k+4,) = 

• 

.. 

k ' 1 k+l 
· · 3k+1 + (3k+I> (3k+4> = rn 

16. - 1) Para n=l la propo~ici6n es verdadera. 

2) Si 
1 '¡" ... ', . ' 1 

1.5 + 5.9 + ..• + (4k-3) (4k+l) 
k = 4k+l 

~tenc~$ 

1 1. ' 1, 1 w + 5'. 9. +. · .+ '(4k ... 3I'C4k+:I1 +. t4R+11 C4k+51 · · = 

k 1 k+l 
= 4k+l + (4k+l) (4k+5) = 4k+5 • 



17. 1) Para n=l la proposici6n es cierta. -
1 1 

a(a+l) + ~(a-+~l~)~(~a-+~2~) + ••• + 
1 - . k 

(a+k-1) (a+k) --~a ..... (a_+ __ k_) 

Entoncc;s 

+ ••• + 1 1 1 
-a-(-a+_l..,..._) + ~(a-+~l~l~(~a-+~2~) {a+k-1) (a+k) 

1 
+ {a+k) (a+k+l) 

k 
= a (a+k) 

1 k+l = a{a+k+l) + (a+k)· {a+k+ll 

19. ·1) Para n=l y n=2 la proposici6n es verdadera. 

Entonces 

k-1 k-1 = a -e 
a.-a 

k- k k-1 k-1 
uk = (a+a). a e -ocp a . -(3 

a•a a-(3 

! 

21. 1) Para n=O tenemos ·-
1 1 .·. 2 

l+x = x-1 + 1-x2 

Por 1o tanto, la proposici6n es verdadera. 

2) Si 

k+l 
2 + _1_ 

2k+1 x-1 
l+x / 

+ ••• + 

Entonces 

= 



.... 

' 2 4 -· , .. ·•2k· 2k+1 ; 

1 2k+1 . + + + ••• + + + l+x l+x2 l+x4 l+x2k l+x2k-f:l 
i:::s 

~-1 1 2k+l -x 

23. Para n=l tenemos 

X X..,;1 
1 - l! = -~ 

Para n=2: 

1 -~ + x(x-1) x-1. x(x-1) = (x~1) (x-2) 
l!' 2! =-y-+ 2 2!> 

Para n=3: 

1 
x + x (x-1) _ x (x-.l.}(x-2.) 

-1! 21• 3. = 
(x-1).(x-2} 

2 
x. (x-1} cx...:21 = 

6 
(x-1)'(x-2) (x-3) 

3! 

Esto nos lleva a la hipótesis de que: 

1 - ... 
1
x

01 
+ x(x-1) - ••• +(-i)Il.x(x•1) •;· (x-n+l) = 

2! n. 

= (-.l)n (x-1) (x-2) ••• (x-n) 
n! 

.1) Para n=.l la hipótesis ~s c~erta 

21 Si 

· · ·· ' ·. k ·X (X-1). ~. (x..,;k+l) 
- ••• +(-1) . k •. ' .· = 

k (x-1) (x-2) ••• (x-k) = (~1) . k. 

Entonces 



1 -·~ + ~ (~!1) - ... + (-l)k x{x-1). k:! (x-k+l) + 
.. l.· 

+(-l)k~~ x(x-1) ••• (x-k) 
(k+i) ! 

.,,,, '-l)k (x-1) (x-2) ••• (x-k) 
' . k! . + {-l)k+l x(x-1) ••• (x-k) 

. . ·. . (k+i) !. 

= (-l)k+l (x ... 1) (x-2) ••• (x-k) [ ~ -i] = 
. k! . k+l 

= (-l)k+1· (x-1) (x-2) ••• (x-k) (x-k-1) 
(k+l)I • 

• 

26. 1) Para n=ó la proposici6n es cierta. 

2) .Supongá'.mosla cierta·paran=k, esto es 

A - 11k+2 + 122k+l k -

es divisible entre 133. Entonces: 

= 

~+1 =llk+3 + 122(k+1)+1=11k+3 + 122k+3 = 

= i1.11k+2 + 144.iz2k+l = 

Hemos podido representar a Ait+l como la suma de dos n'llmeros, 

cada uno de los c;males es ·divisible entre 133, por lo cual 1\+l 

es divisible entre 133. 

28. Para n=l la prop6sici6n es verdadera, puesto que una recta -divide elLplario en 2 partes. 

Supongamos que k diferentes rectas que pasan por un mismo punto 



-· '· : .. ' ·,, 

dividen al ·plano en 2k partes. Entonces la (k+1) -~sima· recta, 

trazada por dich9 >p:u,ntq, >t1.i:vid~ en dos. a.'..dos de estas partes y 
···.·. -.; .. ,,1.·. . .- :.•,. 

por t:;anto el plano ·queda .,.dividido· en 2 (k:+l) partes. 

29. 1) La recta AB divide al plano P en dos semiplanos P1 y 

P2 6·9~.Pu.jemos a P1 de blanco y a P2 de negro y con ello satisfa­
cemos las condiciopes de.l problema. Es por esto que la propo-

,.:, 

sici(Sne::¡ cierta para n=1. 

2} Supongamos cierta la proposición para n=k y el plano P queda 

pintado como piden las condiciones del problema. La (k+l) ... €sima 
recta CD divide. 'e'l . plano P :e~ dos · semiplan~s o1 y o

2
• Puesto 

qu~; ·en·• o1 · cdhservamos irivariánte la colorací6n, 'en todo Q2 sus'. ... 

titufinos 10 pintado éon blanco por color' negro y.viceversa. 

Supongamos:. ahora· que o1 y·>o 2 son r~gfones vecinas ~ualesquiera 
obtenidas lue,.gp de trazar· CD. Es posible uno de los siguientes • 

casos: 

a} o1 y o2 están en lados diferentes de CDQ 

··~ bf O 'jT ó· se encuentran «ie un solo lado de CD. 1 2 

En el primer caso, antes de trazar CD "f luego de haber trazado 

las k primeras rectas, las regiones o1 y o2· formaban una mi·sma 

regi6n y est~ban pintadas .de un mismo co],or •. Ahora bien, aque~ 

lla regi6n que pertenece a o1 conserva ~u c~lor y aquella que 

esta en o2 .iJ:lt~rc~ia,s\ls colores. Esto significa que en 
este caso' ól' ":f.· º2 .e.stall pintados con colores diferentes. 

En el segundo caso, luego de haber trazado las k primeras·rec­

tas y antes de trazar CD, las regiones o1 y o2 se encontraban 

en dos.regiones vecinas difexentes.con frontera en una de las - . . . ' '' ·'· .; .. 

primeras k rectas. Esto significa que en esas condiciones las 

regiones o1 . "if/j 2 estaban P:intadas con colores .. d.J:ferentes. 



34. 1) Para n=l la proposici6n es cierta, ya que --
. 3x . x + ( . 3x · . x)· · sin2 sin2 sin2 - sin2 1 

2 
. X = = ·•· 2 + COS 'X• 

s·in 2 2 sin ·~ 

2) Si 

Entonces 

!+cos x + 
. 2k+1 
sin~x 

~ + COS X i- COS 2x + ••• + COS kx = 

cos 2x + .•• + cos kx + cos (k+l)x = 

sin2ktl:x --r. 
2 sin~ 

sin2k;l:x +.2 sin~ cos(k+l)x 
= + cos (k+l)x = = X 2 sin 2 

X 2 sin 2 
1. .. ·, 

2k+l . 2k+3 . 2k+l 2k+3 ;._ .. 
sin--2-:x + (sin--2-~-sin--rx) sin--2- x 

= = 
2 sin~ 

35. 1) Para n=l la proposici6n es cierta ya que -
2 sin x - sin 2x 

4 . 2 X sin· 2 

2) Suponiendo que: 

= 2 sin x (1 - cos x) = 
4 sin2 X 

2 

sin x + 2sin 2x + ••• + k sin kx = 

= 
(k+l)sin k.x ..... k sin(k+l)x 

4 sin2 ~ 

Entonces 

sin x + 2sin 2x + ••• + k sin kx +· (k+l) sin ·ck+1lx = 

= (k+.1) sin kx - k sin · (k+l)x + . (k+1} sin (k+1}x = 
4 sin 2 ~ 

., 
-.;; 
' 

-·"? 

sin X 



= (k+l}sin kx-k sin (k+l)x + 2(k+1) sin (k+1)x (1-cos x) 

4 sin 2 ~ 

= (k+2) sin (k+lJx + (k+l) sin kx 

4 sin 2 ~ 

2(k+1) cos X sin (k+l)x 
= 

4 sin 2 X 

2 

(k+2) sin (k+l)x + (k+l) sin kx = 
4 sin 2 X 

2 

(k+l) [sin (k+2) X + sin kx] 

4 sin 2 X 

2 

(k+2) sin (k+l)x - (k+l) sin ("k+2) X 
= 

4 sih 2 X 
2 .· 

36. 1) Para n=l la proposición es cier.ta, ya que -
2 cos X,..... cos 2x-1 2 cos 

= 
X - 2 cos 2 x cos 

= 
x (1-cos x) 

4 sin 2 X 
4 sin 2 X 2 sin 2 X 

2 2 2 

2) Si suponemos cierto que 

= COS· X., 

COS X+ 2 COS 2X + ... + k COS k:x -
(k+l) cos kx.;...k cos (k+1}x-1 

4 sin2 ~ 

Entonces 

cos x + 2 cos 2x + ••. + k cos kx + (k+1l cos (k+llx = 

(k+l} cos kx ..;.; k cos (k+1)x-.1 = ..,;,._~'--~~~~~~~~~~~ + (k+l) cos (k+l)x = 
X 4 sin2 2 



= (k+lt cos kx .,. k cos (k+1}x--1:: + 
4 sin2 ~ 

+ 2(k+1) 
\ 

cos (k+l)x (1-cos x) 

= (k+2) cos (k+l)x + (k+l) cos kx 

4 sin2 ~ 

4 sin2 ~ 

2(k+l) cos x cos(k+l)x+l 

4 sin 2 ~ 
2 

= (k+2) cos '(k+l).x + (k+l) cos kx 

4 sin 2 ~ 
2 

= 

(k+l) -[i.os (k+2)x + cos kiJ + 1 = 

4 . 2 X sin 2 

(k.+2) cos (k+l}x - (k+l) cos (k+2)x-.1 = • 
4 sin 2 x 

2 

37. 1) Para n=l la proposici6n es verdadera, puesto que -
l-tg 2~ 

~ ctg ~ - ctg x = 1 
ctg ~ - 2 

= 
2 . 2 2tg ~ 

tg2 ~2 1 
X 

X = 2 tg 2 º 
2tg 2 

2) Si suponemos que: 

2
1 tg x2 + !._ tg ~ + .•. + lk tg xk = lk ctg xk - clg x. 

22 2 2 2 2 2 2 

Entonces 

1 tg X .1 X 1 ~ .+ 1 . X 2 . -2 + -. tg - + .•.• + -k· tg k k+l tg -k-- = 
2 2 2 2 2 2 2 2 +l 



;,1. . 1 1 1 
ctg 2--2L - ¡ 

2k+l 
""" k ctg k - c!g x. + 

2
k+1 tg k~l = k+l 

2 2 2.···.' ·. 2 . X 
ctg 2k+l 

+ k+l 1 x - ctgx ~ 
2 ctg k+l 

2 .. 

38. 1) Tene.mos que.: ·-

.. 1 ·t X 
2.k+~ e g 2k+l - ct.g x .• 

tg(arct.g2 arc.tg: ll 

Por esto 

arctg2-aretgl 1 = arctg 3 = arecctg: 3. 

Esto signi.f.ica que para n=l ·la propos·ic.i6n es cierta. 

2) Demostremos primeramente que:: 

a~ct,an (2k+J.),. = are tan ~!i - arctan 1 

En efecto 

'·· 

k+2 l 
k+2' . k+T - ·. 1 

tg (arctgk+l -arctgl) .=. i.: +.k+2 _ = 2k+3 • 
k+l ,, ' 

Esto quiere_ decir que: 

+ 

1 k+2 
arctg 2k+J = arcctg(2k+3'} - arctgk+l - arctg l. 

(1) 

Supongamos que la proposici.cSn .es .verdadera para n=k, esto 

es: 

ár·dtan 3 + ;ctrdtan s + ••• + arctan (2k+ll = 



·=> arctan 2 + arctan ~ + ..• + a.retan k~l - k arctan 1 (2) 

... 9e:móstrare:mos que entonces taitib ién es cierta para n=k+l, o 

sea que 

arctan 3 + are tan 5 +. • ~ + a.retan (2k-+:3) = 
;·. '~-. ··, 

k+2 ·- arctah 2+ .•• + arctan k+l - (k+l) arctan 1 

(3) 

y esto efectivamente se CU:mple, pues sumando :mienbro a :miembro 

las igualdades (1) y (2) d::>tenemos (3). 

40. 1) Para n=l la proposici6n es verdadera, ya que -
f3'- i = 2 ( cos ~ - i 

2) Si suponemos que se cumple 

Entonces 

2k+l í . (k+l) 1T • • (k+l) ~1 
= . ros 6 - 1 sin 6 J 

42 ·• 1) Para n=.l, la pr~posici6ri es cierta, -
i) Si suponemos que: 

(cos x + i sin x)k = cos kx + i sin ~x • 
. .. t. 

Entonces 

(cos x + 
··:.e .•.. k+l .·- .. · 

i sin x) = (e os kx + i sin kx} (cos x + i sin x) = 
' 

' ........ · 
= cos ,.(k+l)x + i sin. (k+l) x ~ 

. . '}''! -;:· ..: .. } ., ·, 



!i· Es incorrecta la última frase: "La proposici6n ha sido 
demostrada". En realidad fue demostrado que 

es ·cierta para n=k+J .. , si dicha desigualdad .se cumple para n=k, 

' donde k e:s' un número natural cualquiera·• 

De esto aun no se sigue que esta desigualdad se cumpla 

por lo me.nos para algún valar de n y menos para todos los va­

lores naturales de n. 

En reswnéh el error consiste en que fue demostrado 

s6lo el teorema 2, pero el te,orema. 1 no tue considerado y la 
· base.· para la induccf6n no fue creada. 

45. Es fácil darse cuenta que 3 es ·el memqr número natural n, 
para el cual la desigualdad 2n > 2n+1 es cierta. 

Considerando que de la veracidad de la desigualdad, pa­

ra n=k se sigue lo mismo para n='k+.1 (problema 44) afirmamos 

que la desigualdad es cierta para todo número natural n~3. 

48. 1) Para n=2 la desigualdad es cierta, puesto que: 

l+ .1 >12'. 
12' 

2) si :suponemos que : .. 

••• ·+ (1) 

Demostremos que. 

• q • + 1 -
/k+f 

> /k+.1 • (2) 



'¡ 

Para todo.k~O tiene lugar la desigualdad 

1 

lk+l' 

En efecto, la desigualdad (3) se obtiene de. la si­

guiente: 

rk' 
1 + ~lli > 1 

(3) 

multiplicando ambos miembros por lk+1
1 

- ~ Sumando miembro 
a miembro las desigualdades (1) y (3) obtenemos · (2) • 

49. 1) Para n=2 la desigualdad se reduce a 1~ < 6 que es 

cierta. 

2) Si suponemos que 

4k (2k)! 
k+l < (k!) 2 ' 

donde k~2. No es difícil comprobar que para k~O 

Por eso 

es decir 

4 (k+l) < (2k+l) (2k+2) 
k+2 (k+l)2 

4k 4(k+1) 
k+l • k+2 

< (2k) ! 
(k !) 2 • 

(2k+2) ! 
< [Ck+l)!]2· 

(2k+1) (2k+2) 
(k+l) 2. 




