









































































































































anéal+ d(nfi)k.. (1)
donde‘a es él primer término y 4 la diferencia de la pro-

~gresibn.

)

Para n=1 ia;férmnla (1) es cierta.

Supongamos que la.f6rmu1a {1) es cierta para n=k,
es decir .

ak=a1+d(k~12 o

Entonces

I ak+d=a1+d(k-1)+d=a1+dk p

o sea, que la f6rmula (1) resulta también cierta para n=k+1.

Teorema 3. El enésimo t&rmino de una progresién
~geométrica puede calcularse por la f6rmula:

_ . ..n-1 ’ :
a, = élq : (1)

donde a, es el primer término y g la razén de la progresién.

Para n=1 la férmula (1) es correcta.

Supongamos que

=a K
ap=a,4

/. Entonces

EP

k
a =a, =, g
I S






1) Supongamos que entre las (k+1)! permutacicnes
se tienen dos iguales.’ Denotémoslas por P ¥ Py. Supon-

gamos que‘en la permutacién Py el elemento a ocupa el

k+1
lq s-&simo* 1ugar contando de 1zqu1erda a derechau Entonces

'gtamblén en pzdelemento ak+lﬁoqupaﬁelhsféslmo lugar,

Separando de Py ¥ Py el elemento a obtenemos

k+17
- dos permutac1ones 1gua1es de k elementos: pi v ﬁé.

,aResulta querpara?obtener pivyfpz_en.unarmisma per--
nutacién de elémentOS"al,az,...,ak, hubo necesidad de quc
el elemento ak+l ocupara dos veces el mismo lugar. Esto

contradice la regla, mediante la cual se construyen 1as

permutaciones.

2) Supongamos;que;alguna permutacién p de'(k+1) ele-
mentos no la obtuvimos. Supongamos’Que en p el elemento
.»ocupa el?s$ésimonlugar de izquierda a -derecha. Separemos
de p el.elemento‘ak+l..Obtenemos la permutacidn p de los
“primeros k elementos. Significa que .para. obtener p era su-
ficiente tomar la- permutacibn. p ¥y poner el elemento Ay

{de tal manera que dlChO elemento ocupara el s-ésimo lugar.

Forzosamente tomamos la permutacién p, puesto que
- estamos con51derando todas las p051bles permutac10nes de
los k prlmeros ‘elementos. =

Lo

: Hemos podldo colocar el elemento a; en el lugar

o k+1
*{senalado, yaque &1cho elemento lo hemos colocado en el.

”prlmero[rsegundo,,,,,en‘el (k+1)-€simo" lugar. -

‘ Asi pues, todaS“las permutaCiones formadas son
f“'Nw“gr@ntes \% cualquler permutac16n de (k+1) elementos la
$MwwGHMEmdmb B ' ' -



De lo dicho se éOncluye que
"‘Pk4i’=ﬂ(k+l)2"

- Teorema 5. El nfimero de ordenaciones de m. elementos

(*).

‘puede ser calculado _por la f6rmula:

tomados de n'en n.
Al =m@m-1)... (men+l) (1)

Ante todo senalemos que A1 = m y de este modo la
f6rmula (1) es c1erta para n—l.a Supongamos que

AI-]; =»_-m*(m-,1_)~ oo olmek+1)

donde k<m. Demostremos que

\ AI];-’*"J',‘ = mm-1)... (=k).
-Para“obtener*todas’las ordenaciones de m. elementos
tomados de " (k+1} en (k+l)”es suf1c1ente tomar todas las
ordenaciones de m»elementosatomados.de.k;en.k y-a cada
una~de‘ellas-adjuntarlé*al“fihal’cada uno de -los (m-k) ele-
_mentos.m No es. diflCll darse cuenta que las ordena01ones
- que hemos formado con los m elementos tomados de (k+1) en

" (*) Se llama combinacién dée m elementos tomados de n en n,
a cualquier subconjunto (parte), que contiene n elementos
de un conjunto dado formado por m elementos.

: Cualquier ‘conjunto (de m elementos) ordenado se lla~-
ma permutacifn formada de sus (m) elementos. E1l alfabeto
castellano es un ejemplo de conjunto ordenado donde la letra
b sigue después de la a, la c después de la b, etc., la letra-
a (primera) no sigue de ninguna otra'y después de la z (dl-

" tima no sigue ninguna mds. E1l conjunto formado por 1,2;...,m
en el cual el elemento siguiente se considera el nﬁmero en 1
mayor al anterior puede considerarse como el representante de
~diferentes conjuntos ordenados concretos que contienen m
elementos (ya que puede establecerse una correspondenc1a
Bmivoca entre dichos conjuntos y 1,2,...,m}.

Se llama ordenacién de m elementos tomados de n en n
a cyalguier subconjunto ordenado de n elementos de un conjun-
to dado formado por m elementos°

[N




.y

se obtlene (k+1) veces.

Qe+l

(k+1) son todas dlferentes v ademis. cualquier ordenacién
de m elementos tomados de (k+l) estd contenida entre las
obtenldas. S

. Resulta bues-qué':

- Teorema 6. El nﬁmero de comb:.nacs.one«~ de m elemen-
tos tomados de n en n puede ser. calculado mediante la férmu¢a

le2eeenn i

(1)

m

Primeramente sefialemos QUejCi=m;'por tanto para n=1
la férmula (1) es cierta. |

Supongamos que

ok ’; m(m-l)...(m~k+1)

\ " | . l.2-onk

Demostremos que S

K+l Vm(m—ifi,-(m"k+l)(muk)

c_ o= :
m.. . 1.2...k(k+1)

‘Para obteﬁér todasNias éémbinacidnesidelm élementos
tomados de {(k+1) en (k+1), escrlbamos todas las combinacio—
nes de m elementos tomados de k en k y a cada una de ellas
en calidad: deldemento (k+1) en (k+1), pero cada una de ellas

Efectivamente la. combinacién:a se

1787 013y
obtiene cuando a la comblna016n a2,a3,...,ak+l se le ad-~-

junta el elemento al, cuando a la comb1nac16n al,a3,...,ak,
-se le adjunta el: elemento’ az,‘etc. cuando, finalmente

a la combinacién al,az,...,ak se le adjunta el elemento Bppqe

k+1 _ ok m-k _ m(m-l)o.,(m«k)*&
" 1.20. .k (k+1)




o

Teoréma 7.. Cualquiera que sean los nﬁmeros a y b y

para todo nGmero natural n; se cumple la férmula o

L S

St Spy, . 4+c ap
. i - n
I L

f

(a+b)P=a"=a +clan 1b+.».+c n-1,n (1)

(Teorema ‘del binomic de Newton)*

3 \\*ﬁi st

*f‘ﬁna forma general de poder deducir la suma de potencias de

los n prlmeros naturales es p051b1e alecando el teorema 7:
S

~ Nos proponemos calcular la suma

k, -,k i+ k
Sk"‘l +2 '{ PR

Por el teorema 7, tenemos que
k+1 1 k., .2 kvl

k+1 N e
{m+1) T m —Ck+lm FCk+1 +,.5+1
Haciendo sucesivamente m=0- l,...n, obtenemos
LI o 1,
k+1 k+1 _ k 2 k=1
2 - 177 = Ck+ll + Ck+l l‘ ...+ 1,
.k+1__ k1 _ oL Ko 9 k=1
3= 2T = Ck+12 ey g 4L+ 1,
kel kbl | o1k 2 ‘k~1 e
(n +1) B ) = Crpr® *C . +..,.+.1,

Sumando miembro a mlembro estas 1gua1dade obtenemos,u,

k+1_.1 2 | P1d
| ( +1) k+lSk f Ck+1sk Lqitesat ck+lsl+n+1
Esta f6érmula nos permite calcular la suma Sk si son conoc1das

las sumas anteriores sk__l,a}.",sz,s1

Haciendo k=1, en la.ﬁltimafférmula,‘obtehemOS£

¥

(n+1) M;si'+'n + 1

Despejando‘s y recordando que eb la- suma de. los prlmeros n
naturales obtenemos h : .

i=l+2+..°+h =.Qi%ill (véase el problema 5) .
Haciendo k=2: RO
‘ R 3, n(n+l)
(nﬁll‘u 2+3$1+n+1 382+3——§_—w +n+1

49



Para n=1 tenemos quefg+b;a+b y consecuentemente para
este caso la férmula (1) se cumple.

Supongamos gue

(a+b) ak + ci k 2b2 +...+bk.,

'_Entdnces
(a+p) ¥ 2a (240 ¥ (atb) = (a +Ckak 1b+...+b ) (ath) =
k+l+(1+ck)a b + (cl+c2)ak 1,2 +...+(c +cs+1) k-sps+l, o k+l
k' 7k k
* %
Tomando en cuenta que °k+°§+%_ C;Ii ( ), obtenemos
kel k1, 1 k2 k 1,2 s+1_k-s s+1 K+1
(a +b) | k+1a b+Ck+1 b +...+Ck+1 b .f.+b
* de donde
Sz=12+22+...;n2=.n(n+ié(2n+1) (véase el probl. 6)
Haciendo k=3, obtenemos
A :
(n+;) f4S3+682+4§;+nt1
de donde . ”?""“*"'7:1";J{
3=13+23+...+n _u}n‘n+1)].  (véase el probl 9) Y

- ast sucesivamente haciendo k=4,5,... podemos obtener S4’SS""

. ' N. del T.
**} A partir de la. fﬁrmula del’ teorema 6, o8 f&cil demostrar :
esta igualdad. N, del T. ; . :



‘ 80LUCiONES“A LOS'PBQBLEMAS
tggiHipétesis

"L'ln = 3n-52 :
1)'Para n=1.ié hi§6;ésis esicieffa.'
- 2) Seav' _
<2
Entonces '

k+1 k+3=3k—2+3=3(k+1)—2 .

‘4 Hlpdtesis
skézk-l.
1) Para n=1 la hipStesis es cierta. °
2) Sea
e
Sk=2. . l.

~ Entonces

k k+1
Sk’ sk*z =2

E;-1f'Péré'néiria‘proposicién es verdadeféQ
‘Zl‘Supéngase*qug:

1 +22+32+. L otk2s k0c+1)'c2k+1)
. , 6




Entonces

2,.2..2 2_ k(k+1)(2k+1)

124224324 1k (k41) 2= (k1) (2k+1) (2k+3)

+(2k+1) = .
6 | 5

8. 1) Para n=l la proposicién es verdadera

2) Suponiendo que

:12+§2+524:;:¥(§k;152‘¥vk(Zkél)(2k+1){f;
3

‘Entonces

124234324+ (2k-1) 24 (2kH1) 2= K (2k- 1)(2k+1)

3

+(2k+1)

(k+1) (2k+1) (2k+3)
3

9. 1) Ppara n=1 la prdposicién'esﬁvefdédera.
2) Sea:

AR GEESUL I BT S I Ay N IR
13423 4o v k3 = [Eigiill .

Entonces

134234, a3e )3 _xfoan? + (k+1) [fk+1;(k+?f] )

4

Wp—

10. 1) Para n=1 la proposicién es cierta.

2) supongamos que

14+ x+x% 4.0 =2 21

Entondes‘ '

T VIR S R |
x-1 x-1 '

e koke1.. xKH
1+ x,*'igf¥,g;+xkj’tk+;ﬁ='x



TN

C1.242.3+. . .4k (k+1) +(k+1) (k+2) =

11. 1) Para n=1 la proposicifn es cierta.

- 2) Supbngase que:

1.242.3+. . .+k (k+1) = k(kf%)(k+2)

Entonces

k (k+1) (k+2)
f 3

(k+1) (k+2) (k+3)
3

+ (k+1)(k+2) =

= (k1) (k+2) (541) =
12, 1) para n=1 la.prOposiCiGn es verdadera.

2) si

_ k(k+1) (k+2) (k+3)
4

1.2.342.3.4+. . .+k (k+1) (k+2)

Entonces

k (k+1) (k+2) (k+3)
4

(k+1) (k+2) (k+3) (k+4)
p —

+

1.2.3+42.3.4+. . .4k (k+1) (k+2)+ (k+1) (k+2) (k+3)=

+ (k+1) (k+2) (k+3) =

13. 1) Para n=1 la proposicién es cierta.
2) si

1 -
T3ttt GEY ERFIY T 3RkHT

1 1 k
3.
Entonces

‘1“-+ 2+ + . 1 + 1 = = +
1.3 3.5 " °°°7 (2k-1) (2k+1) (2k+1) (2k+3) 2k+1

1 k+1

MR TS AR



| 14. 1) Para n¥1 la propoéici&n”es verdadera.

Byisil

12 . 22 k2 k (k+1)

I. 5 Tt TRED @R T T(2k+D)

2 22 . k?
3

. , : 2
* koo (k+1)°
t3m et BRI OREY

2k+1) (k37 —

[

+

[

3.5

k1) |, (k#l)d

= - .~ k (2k+3)+2 (k+1) .
Z(2k+1) 7 T2k+1) (2k+37 =

= Uetl) SRRy (2k+3)

_(k+1)(2k2+5k+2) - (k+1)(2k+1)(k+2)_ _ (k+1) (k+2):
2 (2k+1) (2k+3) - 2(2k+i)(2k+3) T 2(2k+3) »

15. 1) Para‘h=1¢1avpropbsiéign es cierta.

2) si

111 x
1.2t 7.7 trot GBk-2) GrF1) -~ 3R+T °

Entonces

1

. 4+ 1
(3k-2) (3Kk+1)

11 ,
. T3K+1) GRHAY

1.2 Y 1.7

'+..0+

k 1

k+1

%2; 1) Para n=1 la propogicién es verdadera.

1.5 5.9 7" (4k=-3) (4k+1) 4k+1 °

' Entonces
B 1.

| S RN
T5 + 5.9 -t WESTERAT * AT

(ARFET =

k.

’“%wr;‘3k+l f ?3k+1)(3k+l).? 3k+4 -

_ k+1

- Zk+ (4k+1) (4k+5)

T 4k+5 °



P

oo

17. 1) Para n=1 la proposicién es cierta.

1 + 1 b o 1 . . Kk
a(a+l) (a+1) (a+2) *°° Ta+k-1) (a+k) ~af(atk) °

Entonces.. -

ae+) t e @ )y Tt D xR (ke

_ _k . 1 _ k¥
= a(a+k+1)

a(a+k) (a+k)(a+k+1)

19. 1) ?a?aih#1 y:n=é la proposici6n eélverdaderaQ .

2) si E
. K1 k-1 L oK_gk
- - ’ - 2
k2 a—8 k=l a-g
Entonces
k-_k k-1 k-1  k+l_ k+l

oa=g . s a=Bg . : a—B

22: 1) Para n=0 tenemos

1+x é x-1 +vl—x2 *

‘fdf'lo,tantb,Vla proposicién es verdadera.

2) si

Entonces



¥ 2 4 Lk Al gkl
1-;-x + 2 + Av4_+Io.+ k + k+l X— + +
1+x 1+x l+x2 14+x2 1§x2H 1
v 2 a k2
l+x2k+l x-1 fl_x2k+2
23. Para n=1 tenemos o ’
L=-gr=""71 -

Para n=2:

x L ox(x=1) _ x-1 , x(x-1) _ (x=1) (x=2)
lfr+~—Sr =T +t—7%—= T
Para n=3:
] X +x&d)_xmdﬂwﬂ
v 2. 37

(x—l) (x-2) U x(x=1) (x-2) oo fxm1) (x-2) (x-3)
2 6 37T .

Esto nos lleva a la hip6tesis de que: '

1._:T;!;_+ x(:zg-l-l) - ”._'_( )" x(x-l)r.l:.(x-n+1)

L oenyP (D) (x=2)... (x-n)

n!

1) Para n=1 la hip6tesis es cierta -

as
B R T L Te= I eCe S1

= -k &) <X~2]){;..‘(x—k) m

Entonces



1 -+ 2 ek x‘*,l";:‘x‘k+1’
k+1 x(x-l)...(x—k) _
+-) K+1) ! =
= (-1 ¥ L2 1)(x«2).,,(x»k) k+l x(x-1)...(x=k) _
B T T

k+1 (x-1) (x-2)...(x=k) - =
(-1) = ) [k+1 1]

o1y KL (xo1) (x2) ... (oK) (x-k=1)
| D]

26. 1) Para n=0 la proposicifn es cierta.

2).Supdngamosla_ciertafpara“n=k;‘est6?es-

Ak = 11k+2 + 122k+1

es divisible entre 133. Entonces:

k+3 k+3 o 1 ,2k+3 _

2(k+l)+1 b 122

o+ 12 =11

Pesr = 117
k+2 2k+1 _

11.11%%2 4 144.12

k+2 2k+1

11.11%%2 4 133,12 2k+1 _

+ 11 12

+2 .. 2k+1

110(113 +12 2K+l _

) + 133 12

llAk + 133.12%%F1

fa

Hemos podido representaf'a Ak+l como la suma de dos nﬁmerds,
cada uno de los cuales es d1v151b1e entre 133 pqr'lo cual Ak+1
es lelSlble entre 133, -

fgg’ Para n—l la prop051c16n es verdadera, puesto que una recta
lelde el plano en 2 partes.

Supongamos que k diferentes rectas que pasan por un mismo punto



38
~d1v1den al plano en 2k partes. Entonces la (k+l)—é51ma recta,

trazada por dicho: punto, lelde en dos a'dos de estas partes v

por tanto el plano queda”d1v1d1do en 2(k+1) partes.

29. »l)vLa recta AB divide al plano\P en dos semiplanos P1 y
cemos las_ cond1c1ones del problema. _Esjpor_esto que la propo~

‘“D;bujemos a Pl de blanco y a P, de negro y con ello satisfa-
s1016n es c1erta para n=1,

2) Supongamos cierta la proposici&n para n=k y el plano P queda
pintado como plden las cond1c1ones del problema.r La (k+1) ~€sima
recta CD divide el plano P ‘en dos semlplanos Q1 y Q2 Puesto-

‘tituimos 1o~ plntado ‘con blanco por color negro y viceversa,

Supongamos ahora que 01 y 02 son reglones vec1nas cualesqulera
obtenldas 1uego de trazar CD. Es pos1b1e uno de los sigulentes .
casos: '

bl

a) 0l y 02 est&n en lados dlferentes de CD.
“B) 0, ¥ 0; s6 encuentran de jun-»- solo lade de CD.’

En el primer caso, antes de trazar CD y luego de haber trazado
las k primeras rectas, las regiones 0 y O ‘formaban una misma
regibn y~estaban plntadas de un mismo color Ahora bien, aque-
lla regidn que pertenece a leconserva su color y aquella que
esta en Q2 1ntercamb1a sus. colores, Esto signlflca que en
este caso 01 y 02 estan plntados con colores dlferentes.

En el segundo caso, luego de haber trazado las k primeras rec-
tas y antes de trazar CD, las regiones 01 ¥ 02vse encontraban
en dos regiones vecinas diferentes con frontera en una de las
primeras k rectas. Esto significa que en esas condiciones las

reglones 01 QfQZ estaban pintadas con colores diferentes.



ii. 1) Para n=1 la proposicién es cierta, ya que

.3x 3x Xy
sin= s1n +(51n > - 31n7), 1
Vi X = g X - = 7 + ¢cos xX.
2sin 5 | 2 sin 3
2) Si
' . 2k+l
sin=—z~=x
1 _ e L N 2
7 + cos x + cos 2X +...+ cos kx = —
2 siny
vEntonces
%+cos X + cos 2x +...+ cos kx + cos (k+1)x =
o s1n2k;l e R 31n2k;lx +g2,51n§rc05(k+1)x
= ——F— + cos(k+l)x = ——=2— 2=
2 sinz 2 sin 3
Asin2k+lx + (sin 2k+3x_Sln2k+l y sih2k+3 X
- 2 , 2 2. _ = )
; E n CoauX y
2~s1n5‘ 2 siny

35. 1) Para n=1 la proposicifn es cierta ya que

2 sin x - smn 2X = 2 sin x (1 - cos x)- sin x

1 Py A . 5 X
4 sin- 2 “4 sin 1

2) Suponiendo qﬁe;

sin x + 2sin 2% +...+ k sin kx =

(k+1)51n kx - k- s1n(k+l)x
' 4 sin? % v

" - Entonces

sin x + 2sin 2x +...+ k sin kx + (k+l) sin (k+l)lx =

(k+1) sin kx - kaln Getl)X o (k4d) sin (k+1)x =
4 sin? 5 ' ' |



- (k+1l}sin kx-k sin {(k+1l)x #+ 2(k+1) sin (k+l)x (l~cos x)

. ¢ sin? 3
- (k+2) sin (k+1)x + (k+1) sin kx _
 4sm2i -
- v » _ 2(k+l) cos x sin (k+1l)x -
. ; . s T 2 X
4 sin 2v

(k+2) sin (k+1)x + (k+1) sin kx _

4 sin? %

il

(k+1) [sin (k+2)x + sin kx}

4 sin? %

(k+2) sin (k+1)x - (k+1) sin (k+2)x
- 4 sinz;%g>. e

36, 1) Para n=1 la proposicibn es cierta, ya que

e

2 cos X - cos 2x-1 _ 2 cos X - 2 cos? x _cos x(l-cos x) _ cos. %
2 2 X 2 , ’

L2 X o _ Cein2 X l .2 X
fetntz oo temig o REmag

2) Si suponemoé:Cierto que

(k+1) cos kx-k cos (k+1}x-1
4 sin? %f

cos X + 2 cos 2x +...+ k cos kx =

Entonces

cos X + 2 cos 2x teoot k cos kx + (k+l) cos (k+llx =

+ (k+1) cos (k+l)x =

_(k+1) cos kx = k cos (k+l)x—1

4 sin? %!



_ {k+1) cos kx - k cos (k+1Dle'+
4 sin? %

2(k+1) cos (k+1$x %1—cos X)
-4 sin? % |

2533

(k+2) cos (k+1)x (k+1) cos kx _

4 sin?

‘qu +

2 (k+1) cos x cos (k+1)x+1
4 sin? %

(k+2) cos (k+1)x + (k+1l) cos kx

4 sin? 3

(k+1) [ros (kt2)x

coékﬂ+l=

NjX |+

o

4 sin?

C(k+2) cos (k+l)x — (k¥1) cos (k+2)x-1
4 sin? %- -

12' 1) Para n=1 la proposicién es verdadera, puesto que

: . —eg2X 2 X :
1 . x 1 x 17tz tgt 37 4y
- m=ctg - ctg x =5 ctg 5 - = = > tg =
2 2 - 2 2 2 b4 X 2 2
2tg-2— 2tg5_— .
2) Si suponemos que:
1 X 1 % 1 X 1 X
=tg 5+ — tg — +...+ = tg = = =— ctg = - ctg x.
2 2 22 22 2k 2k 2k 2k
Entonces
1 X i X 1 X 1 ' X
> tg > + = tg Z— +...4+ ¢ tg X + tg =
2772 52 92 NI N




I

1. 1 ‘ 1 X 1 2
= e OEG —— - cfg"x,+ —_— g e = e '
SR T QR T T T GRRL  REL T ok

?ctg';E%I

LT | —x " ctg x = 3T ctgz-§§E~— ctg x .
2 C.tg;]zq 27 2

38. 1) Tenemos que:

"Eétéféiéi ;\arétgrlf =-§%%~5 % .

Por esto

W b=

arctg2-aretgl = arctg = are¢ctg 3.

Esto siqnifica que paravn#lwla proposicibn es cierta.

2) Demostremos primeramente que:

~ arctan(2k+3) = arctan §$%~f'arctan 1 (1)

En efecto

, T x*2
: k+2 k+1 & 1
| tg(arctgk+1 arctgl) = k+2 = 3%+3

Esto quiere decir que:

arctg 5?%3 #‘arcctg(2k+3) ='arctg§$%".arctg ;-‘

Supongamos que la proposigiﬁnﬁestvexdadgxg para n=k, esto

Lesy o

Sy afétan“3‘+ﬁéf€t&ﬁ'5T¥.,.+ arctan (2kt+l) =
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Go=oarctan 2 4+ arctan'% +...+ arctan E%l-— k arctan 1 (2)

ggggembétrarembs gue entonces también es cierta para n=k+1l, o
sea que
arctan 3 + arctan -5 + .., + arctan (2k+3) =

= arctan 2+...+ arctan %}%74 (k+1) arctan 1
(3)

y esto efectivamente se cumple, pues Sﬁﬁéndbvﬁiémbro-é'miembro
las igualdades (1) v (2) obtenemos (3).

40. 1) Para n=1 la proposicién es verdadera, ya que
i = T oo osi '1.
| {? i 2‘(cgs 6 ; s;n 6).
2) Si suponemos que se cumple
CREaRE 2K (cos BT St sin KDy .

Entonces

o)k é*Qk“idﬁs%ﬁ??Tiwéih%EJ.Z(cos%-- i sing) =

= Zk+l [%05'1E%£L1 - i sin iﬁ%&l;] .

4257°1) Parafh%l 1a'§f0§05iciéﬁ es cierta,

2) Si suponemos que:
(cos x + i sin x)k = cos kx + i sin kx.
Entonces

*1 = (cos kx + i sin kx) (cos x +.i sin x) =

" (cos x + i sin m¥

i

cos fk+l)x + i sin (k+1)x.
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44. Es incorrecta la Gltima frase: "La prop051c16n ha sido
demostrada™. “En realidad fue demostrado que

e

es clerta para n=k+l, si dicha desigualdad se cumple para n=k,
"donde k es un nfimero natural cualquiera.

De esto aun no . se Siguewque esta desigualdad se cumpla
por lo menos para algflin valOr'defn Yy menos para todos los va-

lores naturales de n.

' En resumeh el error consiste en que fue demostrado
sb6lo el teorema 2, pero el teorema 1 no fue con31derado y la
“°base para la induccién no fue creada.

45. Es f&cil darse cuenta que 3 es el menor nfimero natural n,
para el cual la desigualdad 2" > 2n+l es cierta.

Considerando que de la veracidad de la desigualdad, pa-
ra n=k se sigue lo mlsmo para n=k+l (problema 44) afirmamos

que la de51gualdad es cierta para todo nfmero natural n23.

48. 1) Para n=2iiafde5i§ﬁaldad;es cierta, puesto que:

> /2,
2) Si suponemos que:

e

> /K (1)
T | - ‘

Rl

Demostremos que

—-l_—+_l 0¢O+—g—- . l

+
T /T k' kT

> /L . (@2)



”‘Paré'£OdOJk;Q tiene lugar'la'desigualdad -

1 . T - & (3)

Yk+1

"En efecto, la aesigua;dad (3) se cbtiene de la si-
guiente: R o

k

1 > L

S
multiplicando ambos miembros por vk+l - /k: Sumando miembro
a miembro las desigualdades (1) y (3) obtenemos (2).

49. 1) Para n=2 la desigualdad se reduce a l% < 6 que es
cierta. o ' - ' v

2) Si suponemos que

4 n)!
k+1 (kf)s '

donde k32. No es difiéii comprobar que para k>0 |

4(ktl) _ (2k+1) (2k+2)
k+2 k+1)2
Por eso
% ag1) | (k) (2k+1) (2k+2)
K+I © Tk+2 kD2 * ~ (k¥llz. ’
es decir
a1 oke2)

kF2- < [REDITTZC





