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1 Resena Historica.

Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897), el padre del andlisis
moderno, fue una de las figuras mas destacadas en las matematicas del
siglo pasado. Su obra refina el concepto de qué es un nimero y qué es
una funcidn en las matematicas y eleva el nivel de autocritica, tanto en
la precisién de las definiciones como en el rigor de las demostraciones.
Aqui sélo pretendemos senalar sus principales logros en la Teoria de las
Funciones de la Variable Compleja, dentro del contexto histérico de la
época cientifica en que vivid.

La siguiente cita, extraida de un texto de la historia de las matema-
ticas, resume de manera concisa el trayecto matematico de Weierstrass
y la posicién que ocupa la Variable Compleja en él.

Asistié a la Universidad de Bonn, donde su padre lo envié
con el propdsito de que estudiara contaduria, comercio y
derecho. Pero Karl pasé todo su tiempo ahi practicando es-
grima y gozando del gemiitlichkeit de los salones de cerveza.
Cuando regreso a casa en 1839 sin diploma, se puede ima-
ginar cudl fue la reaccién de su padre. Entonces, el joven
Weierstrass decidio prepararse para una carrera en ensenan-
za y entrd a la Academia de Miinster, que estaba cerca de
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su casa. Este fue un paso bien andado, pues ahi encontré
a un profesor de matematicas habil e inspirador, Christoph
Gudermann (1798-1852), quien despertd su interés en las
recién creadas funciones elipticas de Abel y Jacobi. Gud-
ermann confié sus propias ideas a su pupilo y le dijo que
por anos se habia esforzado en vano en utilizar series de po-
tencias (series infinitas con variables) para representar las
funciones elipticas. Donde habia fracasado su maestro tuvo
éxito Weierstrass, y tales series son la clave de todos sus
descubrimientos analiticos subsecuentes. [11, p. 548]

Estos descubrimientos analiticos subsecuentes, comenzaron con su
articulo sobre Integrales Abelianas que aparecié en 1854 en la revista
Crelle’s Journal (ahora Journal fiir die riene und angewandte Mathe-
matik) y gracias al cual recibi6 el grado de Doctor honoris causa en la
Universidad de Koenigsberg y un puesto en la Escuela Real Politécnica
en Berlin y posteriormente en la Universidad de Berlin. Hablaremos de
estas integrales en la Secci6n 4.

Primero, trataremos en la préxima seccién los fundamentos de la
teoria de una Variable Compleja y el papel de Weierstrass en su desa-
rrollo. En las secciones restantes daremos resimenes més escuetos de
resultados mas avanzados que debemos a Weierstrass.

2 El concepto de funcién analitica.

Quizas el avance més importante en las matematicas del Siglo XIX
fue el reconocimiento de propiedades especiales de ciertas funciones de
una variable compleja. Neuenschwander [13] describe las influencias
mutuas entre las tres teorias principales de la teoria de funciones de
dicho periodo: la de A.-L. Cauchy, de B. Riemann y de Weierstrass.
Aquf veremos las caracteristicas mas sobresalientes de cada una de estas
teorias, pues serfa incongruente tratar la dltima sin tomar en cuenta
las primeras dos.

Un ndmero complejo es una pareja de dos niimeros reales, = y v,
generalmente escrita como una suma z + yi donde 7 se llama la unidad
imaginaria y satisface i = —1. La coleccién C de todos los nimeros
complejos es el mismo conjunto que el plano R?, dotado de las opera-
ciones aritméticas de adicién y multiplicaciéu con la mayoria de sus
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propiedades usuales.

(Recordemos de paso el hecho histérico bien conocido, que fue
William Rowan Hamilton, quien después de haber intentado en vano
definir una operacién de multiplicacién en el conjunto R?® de triples de
ntmeros reales, descubrié en 1843 una multiplicacién en R* que es con-
sistente con la operacion de adicién de vectores y es asociativa, aunque
no conmutativa. Fue Weierstrass quien demostré que el unico valor de
n > 1 para el cual se puede definir un sistema algebraico en R* con
una multiplicaciéon conmutativa y sin divisores del cero, es n = 2; este
sistema es precisamente C [2, p. 254]. Se dice que este resultado lo
presentd en sus conferencias en 1863, lo que si se sabe es que lo publicé
en 1884.)

Los matematicos se dieron cuenta muy temprano en el Siglo XIX,
si no es que antes, que una funcién f de dos variables reales z,y
que resuelva alguna de las ecuaciones importantes de la fisica, asf
como las funciones més basicas de las matematicas (como son los poli-
nomios, funciones trigonométricas, etc.), al considerarse como funciones
de una variable compleja z = z + yi gozan de una propiedad espe-
cial, que histéricamente ha recibido diversos nombres como holomorfas,
monogénica, analiticas, isotérmicas, conformes, entre otros. En parte la
diversidad de nombres proviene de los diferentes contextos en que dichas
funciones fueron utilizadas (las coordenadas isotérmicas, por ejemplo,
reportan la temperatura de un sistema a lo largo de una regi6n en equi-
librio térmico); por otra parte se debe también al desconocimiento en
las primeras etapas, del hecho de que diferentes caracterizaciones de-
terminaban la misma clase de funciones tan importantes. Para evitar
confusiones, usaremos siempre el término analitica.

Como ilustracién de este fenémeno, senalamos que una funcion
f(z + iy) = u(z + iy) + sv(z + iy) que describe el flujo de un fluido
irrotacional e incompresible, satisface necesariamente las ecuaciones de
Cauchy-Riemann

ou _ Ov
9z 8y’
ou v
oy oz

(éstas en realidad fueron descubiertas por D’Alembert en 1752 [2, p.
492]). Las mismas ecuaciones sirven para describir, entre otros, el po-
tencial eléctrico en una regién que no contenga materia conductora.
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Riemann llegé a muchos descubrimientos importantes utilizando condi-
ciones fisicas para definir funciones, por ejemplo, el potencial eléctrico
que resultaria al poner una carga unitaria en un punto dentro de la
region, si la frontera de la misma estuviera formada de una materia
conductora, conectada a tierra. Por lo que sabemos hoy en dia acerca
de las existencia de conjuntos patoldgicos (tales como los fractales [12]),
uno bien podria preguntarse si las fronteras de las regiones tendrian
que satisfacer alguna hipétesis adicional para admitir construcciones
basadas en razonamientos de la fisica.

Weierstrass también se hizo esta pregunta, y aunque llevaba una
amistosa relacién personal con Riemann, llegé a criticar lo que conside-
raba su manera demasiado informal de hacer las matematicas. Luego
escribié al respecto:

Cuanto mds pienso en los principios de la teoria de funcio-
nes-y lo hago incesantemente-tanto mds se afirma mi con-
viccion que ésta debe basarse en el cimiento de las ver-
dades algebraicas y que por consecuencia, no es el camino
adecuado si, en lugar de construir sobre teoremas alge-
braicos sencillos y fundamentales, se apela a lo transcen-
dente. . . aquellas formas de pensar. . . por las cuales Riemann
ha descubierto tantas de las propiedades mds importantes
de las funciones algebraicas. {13]

Una expresién simple algebraica, por ejemplo un polinomio f(z) =
ap+ a1z +- -+ ay2", escrita como funcién de una variable compleja z,
define una funcién analitica de z. Sin entrar en demasiados tecnicismos,
Weierstrass consider6 funciones que pueden ser definidas en la vecindad
de cada punto p de su dominio por una serie de potencias,

2, an(z— )", )

convergente para cada 2z en algin disco que contiene a p; es decir,
para todo z que satisface |z — p| < r donde r > 0 es suficientemente
pequefio. Muchas de las propiedades de las funciones analiticas son muy
transparentes cuando se usa una representacién en series de potencias,
por ejemplo si a; = az = --- = ay_; = 0 mientras ay # 0, podemos
escribir

f(z)=ao+(@-p)¥(anv +ann(z—p)+--)
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y deducir de esto muchas propiedades de f, validas cerca de p.

Las propiedades badsicas, que‘distinguen las funciones analiticas de la
generalidad de funciones diferenciables en el plano, fueron descubiertas
por muchas personas. La mayor parte fue desarrollada y divulgada
por Cauchy quien publicé en el afio 1825 la obra [4], que contiene el
conocido Teorema de Cauchy.

Teorema 1 (Teorema de Cauchy.) Sea f una funcidn analitica en
la region D en el plano complejo C. Sea v una curva simple y cerrada
dentro de D, tal que la regidn que encierra también esté totalmente
contenida en D. Entonces

L fl(z)dz =0 .

En 1831 apareci6 [5] con la expansién en series de potencias de una
funcion analitica y las Férmulas Integrales de Cauchy. Las ecuaciones
de Cauchy-Riemannn también se presentaron en [6] muchos afios des-
pués, cuando se hizo notar el hecho que la derivada es independiente
de la direccién.

En ese tiempo Riemann publicé su famosa disertacién [17] y [18], que
estimularia investigaciones importantes durante mas de un siglo. Uti-
liz6 las ecuaciones de Cauchy-Riemann como base de su teoria, y mostré
que la funcién que las satisfaga envia dngulos a dngulos iguales (omiti-
mos mencién de posibles singularidades aisladas), y que sus partes real
e imaginaria son arménicas (funciones de potencial). En conferencias
impartidas en 1861, Riemann habl6 de series de potencias y su uso
para la continuacién analitica, esto fue un enfoque Weierstrassiano que
nunca llegé a su obra escrita.

Cuando Weierstrass era estudiante en Miinster en los afios 1841-
1842, descubié lo que ahora se llaman Teorema de Laurent y los esti-
mados de Cauchy [13].

Teorema 2 (Expansién de de Laurent.) Sea f una funcién ana-
litica en el disco perforado {z : 0 < |z —p| < R}, donde R > 0.
Entonces eziste una sucesidn doblemente infinita {a,}2 _ . de nimeros
complejos tales que

0

fz)= 3. an(z—p)"

n=—oo

para todo z en el mencionado disco perforado.
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Teorema 3 (Estimados de Cauchy.) Sila funcién f es analitica en
un dominio que contiene el disco cerrado {z : |z — p| < R}, entonces
su n-ésima derivada f(™ (p) satisface |f™(p)| < n'M/R", donde M =
max{f(z): |z—p|=R}.

Del hecho de que una funcién tenga una representacién en series de
potencia es facil demostrar que es diferenciable (de hecho infinitamente
diferenciable), y que satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Por
otra parte, el enfoque basado en las ecuaciones de Cauchy-Riemann
como condicién de partida, deja la duda de si se tiene que suponer adi-
cionalmente que las derivadas parciales du/dz, du/dy, Ov/0z, dv /By,
son diferenciables. Si no lo son, jpodriamos estar tratando una clase
de funciones mas general que las de Weierstrass? En 1900 Goursat [8]
mostré que las dos definiciones de funcién analitica son equivalentes,
por lo que las dos teorias también lo son. Por ende, ya no es cuestion
de cudl de los dos enfocaba el estudio en la mejor clase de funciones.
Los textos modernos presentan una combinacién de los dos enfoques
con el fin de llegar lo més rapidamente posible a los resultados.

3 Continuacion analitica.

La cuestion de la continuacién analitica brota de la pregunta, ;Cudl
es la méxima regién a la que se puede extender una funcién analiti-
ca dada? El enfoque Weierstrassiano también data de la estancia del
matematico en Miinster.

Supongamos que la funcién f estd dada por la serie de potencias
(1), convergente en el disco {z : |z — p| < r}; de hecho supongamos
que 7 es el mayor radio para el cual esta serie converge (este concepto
de mayor radio de convergencia es otra contribuciéon de Weierstrass).
Tomemos un punto ¢, distinto de p, dentro de este disco. Es posible
presentar una lista infinita de ecuaciones sucesivas, que definen valores
b, tales que

00 00

Yoaa(z=p)" =) ba(z— g,

n=0 n=0
vélido en algin disco {z: 0 < |z — ¢| < s}. Si el valor de s es més .
grande que r —|g—p|, entonces la serie centrada en g converge en puntos
que no estan en el disco original. Esto define una funcién analitica en
la unién de los dos discos, que coincide con f en la primera, y que se
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llama una continuacidn analitica simple de f. El valor de la funcién
extendida, en un punto afuera del disco original, estd4 completamente
determinado por los coeficientes a,, pero no mediante la formula (1).
Esto se sigue del Teorema de la Identidad, o Teorema de Continuacién
Analitica Unica.

(No siempre es posible realizar el proceso de continuacién analitica.
Weierstrass ensefié esto al exhibir una serie de potencias que converge
en {z : |z| < 1} que no es extensible a ninguri conjunto mayor, un
ejemplo es una serie con huecos entre los términos sucesivos, como

oo gn
E 5.
n=0

De hecho, esta funcién no puede extenderse continuamente en los pun-
tos de la circunferencia |z| = 1.)

Supdngase ahora que estamos tratando de una serie que sf puede
continuarse. Pongamos p, = p, p, = ¢, y encontremos asf series de
potencias sucesivas en discos centrados en pi, ps, p3,...Pn, cada una
una continuacion analitica de la anterior. Esta sucesién de discos y
series de potencias describe una continuacién analitica por cadena de
la serie original. Pero ahora un fenémeno extrafio puede darse: es
posible que p, esté dentro de uno de los discos anteriores, digamos el
de p1, y que el valor de la serie de potencias centrada en p, no coincida
con el valor de la serie centrada en p;. En otras palabras, mientras la
continuacién analitica simple es tnica, la continuacién por cadenas no
lo es. .

Otro aspecto de este proceso de continuacién analitica que valdria
la pena sefialar en este momento, es que no es un proceso bien determi-
nado. Dada la serie original en p;, estamos libres de escoger como p; a
cualquier punto del primer disco. Asi la continuacién podria ir quizas
a la derecha, o hacia arriba, o en cualquier direccién.

Para Riemann, la completacién de una funcién analitica f signifi-
caba encontrar una funcién en una regién mayor posible, de manera que
siga satisfaciendo las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esta extensién
desde una regién original, como lo hemos visto, al repetirse para nue-
vamente volver a entrar en ella, puede tener valores distintos que los de
la funcién original. Riemann resolvié esta contradiccion aparente di-
ciendo que la funcién realmente est4 definida en una superficie (ahora
conocida como superficie de Riemann) extendida de alguna manera
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encima del plano C de niimeros complejos. Asi la funcién puede tomar
valores completamente independientes en distintas hojas de esta super-
ficie encima de un mismo punto. Esto también hace posible hablar de
una maxima regién de definicién de la funcién, aunque esta regién no
es necesariamente un subconjunto de C.

Para muchos, esta nocién de Riemann era muy imprecisa y por
ende, no-matematica. En enfoque de Weierstrass, en contraste, permite
hablar del conjunto de las series de potencias obtenibles de una serie
original por medio del proceso de continuacién analitica en un nimero
finito de pasos, un concepto para los matematicos mucho mas concreto.
Como lo ha descrito un comentarista, El [Weierstrass| era un hombre
metddico y detallista. A diferencia de Abel, Jacobi y Riemann, no tenia
estallidos de intuicion. De hecho desconfié de la intuicién e intento
poner el razonamiento matematico sobre una base firme. [10, p. 643].

4 Factorizacion de funciones analiticas y
meromorfas.

El teorema de factorizaciéon de funciones analiticas cumple con una
necesidad tanto tedrica como practica, de obtener una funcién que tome
el valor cero en determinados puntos. Cuando el nimero de puntos es
finito, es facil lograr esto con polinomios. De hecho, una funcién que
se anula en los puntos py, pa,...,pn € C es el polinomio (z — p1)(z —
p2) -+ - (2 — pp). Si queremos refinar la pregunta un poco més y pedir
que la funcién tenga un cero de orden my en el punto p, una solucién
se obtiene repitiendo el factor z — p; exactamente my veces.

iQué pasa si pedimos una funcién que se anule en una infinidad
de puntos dados? (Por ejemplo, una funcién analitica que se anula
precisamente en los puntos enteros es f(z) = sen(wz).) Pediremos que
pn — 00 cuando n — oo para que los p, no se acumulen en ningin
punto de C. En general un producto infinito de la forma (z — p1)(z —
p2) - - - no converge. La salida de esta dificultad es de dividir cada factor
por una cantidad apropiada para que si converja.

Como un primer paso, dividimos el n-ésimo factor por —p,. Esto
nos da

(1—2/p1)(Q—-z/p2) -,

lo cual es mucho mejor puesto que los factores ahora tienden a 1, y de
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hecho este producto infinito llegara a convergir cuando los p, tienden
al infinito suficientemente ripidamente. Pero no lo hace siempre, por
ejemplo, si p, = n el producto infinito diverge. La salida de esta
dificultad es de dividir por un poco mds, para acercar a los factores
mds al 1, siempre procurando dividir por algo no cero. Weierstrass
hizo precisamente esto, al expandir el logaritmo de un factor en una
serie de potencias,

log(l_g)z_]fiz’jl%(g)" |

Observé que esto tiende a —oo cuando z tiende a p, y (jaqui viene la
inspiracion de un genio!) que lo mismo sucede si se quita un nimero
finito, digamos NN, de términos iniciales de la serie, dejando

50)
jong1d \P

Al aplicar la exponencial otra vez (cancelando el efecto del logaritmo),
obtenemos un factor elemental de Weierstrass Ex(a/p) donde

E'N(t) — (1 _ t)et+t2/2+...+tN/N ]

El truco en la Factorizacién de Weierstrass, es que podemos escoger
un valor de N diferente para cada factor:

Teorema 4 (Teorema de Factorizacién de Weierstrass.) Sean
P1,P2, ... puntos de C — {0} que tienden al infinito (se permite que
un mismo valor se repita cualquier nimero finito de veces). Entonces
eziste una sucesion {N,} tal que el producto infinito
o " 5
= [T v (2)
n=1 pn
converge a una funcién analitica en C que se anula precisamente en

los puntos p,, con la multiplicidad en un punto p igual al nimero de
indices n para los cuales p, = p.

Este resultado puede usarse a la inversa, empezando con una funcién
analitica, notando dénde estdn sus ceros, y obteniendo asf una facto-
rizacion de la funcién, muy andloga a lo que el Teorema Fundamental
del Algebra nos da para los polinomios.
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También puede aplicarse a las funciones meromorfas, es decir, las
funciones cuyas unicas singularidades, llamadas polos, son de la forma

oo

Y an(z—p)".
n=—N
Dada una funcién meromorfa f, construimos con el Teorema de Fac-
torizacién de Weierstrass una funcién analitica que tenga los mismos
ceros, y otra cuyos ceros son los polos de f. El cociente de éstas es igual
a f multiplicada por una constante (esto de puede deducir del Teorema
de Liouville, que realmente fue descubierto por Cauchy), por lo que
cada meromorfa en el plano es cociente de dos funciones analiticas,
resultado que obtuvo Weierstrass en 1876.

5 Funciones Elipticas.

Como se mencioné anteriormente, Weierstrass aprendié las bases de las
integrales elipticas de su maestro Gudermann. Aqui sélo damos unos
cuantos elementos de una teoria muy extensa.

A finales de los anios 1700, L. Euler habia estudiado las integrales
elipticas, que son integrales de expresiones de la forma R(z,./P(z))
donde R es una funcién racional y P es un polinomio de grado 3 o 4.
Jacobi hizo un estudio detallado del caso especial

/ dzx
V@ —22)(1 - k2a2)

y descubri6 que al considerar a la variable como un complejo en lugar de
un real, la funcién inversa tiene unas propiedades extraordinarias. Es-
pecificamente, definamos w como funcién de z por medio de la relacién

= [ 9
o Ja-)-ky)’

digamos en una vecindad de 2 = 0 que corresponde a w = 0. (El uso de
la letra ¢ para la variable de integracion es bastante arbitrario.) Esta
funcién se llama w = sn(z), y Jacobi definié un triple de funciones
sn, cn, dn que hacen un papel similar al de las dos funciones sen, cos
en la trigonometria. Lo extraordinario es que aunque las integrales
son funciones multivaluadas, las funciones inversas se extienden por
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continuacién analitica a funciones univaluadas en todo C: el valor de
z depende de la curva de 0 a w sobre la cual se efecttia la integracién,
pero a un valor de z le corresponde un solo valor de w. Es més, la
funcién z +— w es meromorfa, y tiene dos periodos independientes: hay
complejos wy, w tales que wo/w; € Ry

sn(z + wy) = sn(z) = sn(z + ws) .

Una funcién con estas propiedades se llama funcion eliptica.

Una de las primeras contribuciones de Weierstrass fue de expresar
las funciones elipticas de Jacobi como cocientes de series de potencias
que convergen en todo el plano. Otra, sumamente importante, fue de
descubrir que la funcién g (ahora llamada la funcién p de Weierstrass)
definida por

p(2) d¢
= [ s ,
0 V4(% - g2( — g3

es en cierto sentido la funcién eliptica mas elemental: en lugar de tres
funciones bdsicas, toda funcién eliptica puede expresarse en términos
de p y su derivada ¢'. En una presentacién moderna, se define esta
funcién por medio de una serie doble (jque no es serie de potencias!)

o0 =5+ XY 7

sumando sobre todas las parejas de enteros (n;, n,) distintas de (0, 0).
En realidad, Weierstrass calculf la inversa de la serie de potencias para
la integral,

1
— mw — Nyw)?

1
P(s) = 5 + g+ o
que converge en una vecindad de cero; luego lo extendié a su dominio
maximo por medio del proceso de continuacién analitica por discos que
vimos en la seccién anterior. .

En 1856 se dio lugar a lo que podria llamarse una competencia con
Riemann para investigar el problema de inversién de Jacobi. Después
de enviar a publicacién el tercer articulo de una serie, Weierstrass lo
retract6 de la imprenta porque Riemann publicé un articulo sobre el
mismo problema, basado en fundamentos totalmente diferentes de los
mios y que no aclaraba inmediatamente que se haya acordado con lo
mio en sus resultados (citado en {13)). |
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Recordemos que las funciones trigonométricas satisfacen una fér-
mula de adicién; por ejemplo sen(z + y) = cosz seny + cosy senz.
Cualquier otra funcién trigonométrica, por ejemplo cos®z + 2tan z,
también tiene su férmula de adicién, que parece muy diferente de ésta.
La.fé6rmula de adicién de la funcién de Weierstrass es

mw—awf.
p(a) — p(b)

Aparte de descubrir esta relacién y muchas otras, Weierstrass dio una
definicién precisa de un teorema de adicién algebraica, y demostré que
las funciones y sus casos degenerados son las tnicas funciones de una
variable, sujeto a las restricciones obvias de continuidad, uniformidad,
etc., que poseen tal teorema de adicién. [2, p. 534]

pla+b) = —p(0) ~ o0+

6 Funciones de varias variables complejas.

La teoria de las funciones analiticas f(z, 22, ...,2,) de n > 1 variables
complejas difiere en muchos importantes aspectos de la de las funciones
de una sola variable. En particular los tipos de singularidades que se
pueden presentar son mas complicados. En esta dltima seccién descri-
biremos un resultado técnico, que se debe a Weierstrass y que se ha
mostrado sumamente ttil en el estudio de comportamiento local de las
funciones de varias variables complejas.

Para simplificar la exposicién, hablaremos de una funcion C-valuada
y analitica f definida en una vecindad del origen 0 = (0,0,...,0) en C*.
Tal f se puede representar por una serie de potencias de sus diversas
variables como sigue:

f(ZI, 223 M zn) = Z ajl,j2y"')jnz{1 z%2 trr zzl"

donde a;, j,,...;» € Cy donde los subindices abarcan todas las combi-
naciones (Ji, jo,...,Jjn) de n enteros no negativos. Supondremos que
esta representacién para f(z) es vdlida para .valores suficientemente
pequeiias de la variable, es decir, cuando |2z < § para k = 1,...,n.
Nétese que f(0,0,...,0) = aqy,. 0, asi la funcién f tiene un cero en
(0,0,...,0) si precisamente este coeficiente de la serie es cero. Nos in-
teresa relacionar funciones en C* con funciones en C*~!. Consideremos
la funcién de z, que se obtiene si ponemos z; = 2, = ... = 2,1 =0,
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es decir,
o0

f(0,...,0,2,) = Z 0, ,Jzn,

una serie de potencias de una sola variable. Llamemos N el orden del
cero de esta funcién en el punto z, = 0, de esta manera

0 =ay,..00 = ao,..0,1 . = Qo,..0,N-1 »

ag,..on 70.

De lo que vimos antes acerca de funciones de una variable, estd claro
que se puede escribir

f(o’ .- ')Oazn) - zrlzvg(zﬂ)
donde g es una funcién analitica de una variable compleja tal que g(0) #

0. Pero ;qué podriamos decir de los valores de f en puntos que no sean
de la forma (0,...,0,2,)?

Teorema 5 (Teorema de Preparacion de Weierstrass.) Supdnga-

se que la funcidn f es analitica en una vecindad del origen (0,0,...,0)
de C*, y que la funcion de una variable f(0,...,0,z2,) tiene un cero de
orden N > 1 en 2, = 0. Entonces eriste una funcidon analitica g de
n variables, y ademds N funciones analiticas hy, ..., hy_;, den —1
variables tales que
9(0,0,...,0) #0,

ho(0,...,0)=...=hy_(0,...,0) =0,

de tal suerte que se puede escribir f(2y,22,...,2,) como

f(zl, R2yev ey Zn) = (ho(zl, ceey Zni—l) + hl(zl’ ey zn—l)zn +
+hN_1(Zl, ceey Zn~1)z,11v_1 + Z,Ilv) g(zl, 22y 00y Zn)

para todos los valores de 21,z3,. . . ,2, suficientemente pequenios.

El coeficiente de g(21, 22, ...,2) €n esta expresién se llama un poli-
nomio de Weierstrass, y dada f, es tinico.
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7 Conclusion.

El enfoque céntrico del trabajo de Weierstrass fue de manejar entes
matematicos de lo mas explicitos y manejables.

Desconfiando en la intuicién geométrica, Weierstrass la des-
cart6é completamente y construyd su teoria de funciones es-
trictamente aritmética. .. Con su reconstruccion del sistema
de nimeros como base, Weierstrass hizo de las series de po-
tencia la piedra angular de su teoria. Introdujo los concep-
tos de radio y circulo de convergencia, dando definiciones
aritméticas de ambos, y procedié a generalizaciones trascen-
dentales de polinomios y funciones racionales. Una de sus
metas era de caracterizar clases amplias de funciones en
términos de su singularidades. (2, p. 492)

Weierstrass hasta llegb a encontrar un error importante en la obra
de Riemann después de la muerte de éste. Se trata de un paso en la
demostracién del teorema sobre transformacién analitica de dominios
simplemente conexos, en donde la construccién se basa en la funcién
que hace minimo el valor de cierta integral. Weierstrass dio un ejemplo
de un operador integral para el cual no existe ninguna funcién que lo
minimice. Anos después se pudo mostrar que para el operador que
consideraba Riemann, el minimo efectivamente se alcanza.

Por lo que hemos visto, Weierstrass quiso admitir como validos,
s6lo conceptos y argumentos basados en un razonamiento légico con
un simbolismo claro e inambiguo. Por otra parte, Riemann aplicé li-
bremente su intuicién, su visualizacién e imaginacién para describir
fen6menos que tardarfan muchas décadas en formalizar. En un lenguaje
més contemporaneo, podemos decir que los estilos de abordar un tema
de Riemann y de Weierstrass corresponden a los hemisferios derecho
e izquierdo del cerebro, en que dominan las funciones de imaginacién
y de razonamiento respectivamente; es evidente que para el buen fun-
cionamiento del organismo, un equilibrio entre ambos es muy deseable.
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