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CONSIDERACIONES HISTORICAS Y HEURISTICAS SOBRE LA ENSENANZA DEL CALCULO
DIFERENCIAL E INTEGRAL.

AlejahdrovLSpez Yéafiez*

0. INTRODUCCION

Sin los conceptos, métodos y re-

- sultados descubiertos y desarro-

.~ 11ados por las generaciones pre-

- 'vias hasta Ta Antigua Grecia, uno

, no puede entender las finalidades
.. y logros de las matemiticas de los

"~ G1timos cincuenta afios. ' ﬂ

Hermahn_weyi'

Nos proponemos, por medio de estas breves notas mostrar -algu-
‘nos elementos y aspectos del Cilculo que generalmente no aparecen en
los textos de Cdlculo y en consecuenC1a en la ensefianza usual de és
te. Consideramos que e] ‘conocimiento de este tipo de elementos y
aspectos por parte del profesor crea la posibilidad de enriquecer
las condiciones de aprend1zaJe y con0c1m1ento del Calculo por parte
de ]os a]umnos

Los e]ementos que presentaremos pueden ser considerados, en una
primera aproximacidn, de tres clases: histdricos, psicoldgicos y fi
los6ficos. A |

“*Facultad de Ciencias, UNAM.
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_Menc1onaremos algunos elementos 1mportantes de caracter histo-
,rico que conducen a tener una vision y entend1m1ento mids amplios

e integrados de las Matematlcas, con la consecuente meJora de -
posibil1dades a la hora de la ensenanza. ‘

La Historla muestra que 1as Matemat1cas son una c1enc1a ‘dindmi-

ca, en contlnua EVO]UCYOH en tOdOS aspectos, como.

Generac1on de conceptos y teor1as

_Concepc1ones y enfoques

v o

Metodo]og1as, cr1ter1os de verdad y r1gor

- Interacciones con otros campos de] saber humgno‘
;Apllcac1ones ' ‘

Formas y dlfu510n de la act1v1dad matematlca

';A] estud1ar 1a genes1s de una 1dea 0 concepto matematlco, en al.
.gunos casos. podemos obtener 1nd1cac1ones acerca de sus puntos -

claves 0 d1f1c11es Ys a. traves de los diferentes metodos 0 con-

,cepc1ones usadas en el pasado, generar a]ternatlvas para. su en-

sefianza. Podemos conocer las relaciones de esta idea con otras,

~Yya sea de caracter matemat1co, fisico, f1]osof1co,'etc. Podemo;

encontrar mot1vac1ones para SU descubr1m1ento (o] 1nvenc1on, asi

::como problemas 1nteresantes y menos art1f1c1ales conectados con

ella.

Por med1o de 1a H1stor1a, podemos human1zar y desm1t1f1car el -

~conocimiento y 1a actividad matemat1ca, smtuando]as en term1nos

de las personas .y c1rcunstanc1as espec1f1cas que las’ generaron$
con sus avances, éxitos,_crisis, errores, giros,vrecovecos; etc.

A través de la H1stor1a podemos s1tuar a 1as Matemat1cas en un
'contexto social, con 1as presiones que este ejerce sobre e]lass

las caracter1st1cas grem1a1es e 1nst1tuc1ona1es de 1la act1vadaa

'matemat1ca, la 1nteracc1on de factores extrac1ent1f1cos y cien-
 t1f1cos, 1as modas matemat1cas, la profes1ona11zac1on de la ar?1

vidad matema 1ca. etc.
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II. ‘Es ev1dente (basta ver los textos de matematlcas) que la ense-
ﬁanza actual de las matemat1cas, sobre todo a nivel medio supe
rior y superior, se reduce esenc1a1mente a presentar una serie

~de definiciones, teoremas y ejercicios encadenados l1dgicamente.
Esta forma,-que'es la més econﬁmica desde el pUntd de vista del
canocxmlento" del maestro y "entend1m1ento" del alumno, condu-
ce, entre otras cosas, a crear 1a 1magen en el estud1ante de -
que las matemdticas son una sucesidn log1camente encadenada de
‘def1n1r1ones y teoremas que han s1do creados por unas mentes su
peridgicas y que, cuando 81 sea capaz de segu1r paso a paso el
razonamiento deduct1vo de la prueba. de un teorema, ya ‘habrd en-
tendido éste, COnc1u51on totalmente falsa, ya que el tipo de -
consideraciones o argumentos 1ntu1t1vos, Casos part1culares, si
~tuaciones sugerentes, exper1mentac1on, analoglas, etc., que con
,ducen a entender 1o que el teorema dice, el por qué se estudia,
el por qué esas h1potes1s son necesar1as, dénde se aplica, el -
por qué es un enunc1ado opt1mo en a]gun 0 a]gunos sent1dos, po-
sibles var1antes 0 genera11zac1ones, puntas todos éstos, funda
menta]es para la compren51on de1 teorema, son desconoc1dos para
el estudiante. En partlcu1ar 1a mayorla de los elementos de na-
turaleza heurlst1ca quedan cas1 totalmente marglnados en la en-
sefianza actual. Decimos casi, porque sélo-a través de la resolu-
¢idn de algunos problemas o ejercicios, el estudiante entra en -
contacto de manera muy imp]icita con estas herramientas, y atn -
'aqu1, en forma def1c1ente, ya que los ejercicios usua]mente son
seieccxonados y presentados s1n cons1derac10nes y ordenam1entoo
’que fac111ten o prop1c1en el desarro]]o de ciertas habilidades y
la familiarizacidn con ciertas técnicas o trucos, {(que no por e-
_]ementales, son menos ut1]es) y carecen en genera] de comentarlos
sobre pos1b]es a]ternat1vas de va]or heur‘asmcos etc. ’

111. Es'importahte'hacer vef al estudiante que el Calculo (y en gene-
ral . las Matemat1cas) pueden ser conceb1dos, manejados y usados -
de dIferentes formas y cémo cada una de éstas ha cumplido o cum-
ple un papel, dependiendo del.contexto en que se esté situado o



\d@ 1as f?na11da

‘_m@nie,‘no 501amente a crear cond1c1ones més prop1c1as y varia-

s que se per519aﬂ Esto contr1bu1r1a notable-

E das para entender el mater1a1 del Ca]cu]o, §1no ‘tambidh a dar-

ffcos de matematlcas comOf

‘Luege presentaremas 13 fOrma enfque T

| "(Ea Idea de L1m1te en e] Cdlculo de A"““

-lo egemp]1f1caremos con la pr1mera parte de1 teorema

e 7le x1b111dgd a ciertas concepc1ones pa]eo]1t1cas ‘de” 1&5 ‘ma-
temdticas y de su ensefianza, que proc]aman ser La concepcxon 0

ﬂa forma de ensenar 1as maiemét1cas

En Tas notas pretendemos mostrar “a través de temas especifi-

Las ideas matemdticas’ evo1uc1o an y en algunos casos se_ ha re-

quer1do de mucho t1empo y esfuerzo para lleVarIas a su forma

pan ia idea de limite en el calcu]o de areas ' T ey
s, Cap. 1‘)’”,'*'1']‘ e i

h”AI 1qnovar 1ertos aSpecto h1stor1cos de un tema, se crean Ta-
'qunas o ‘huecos que repercuten en un conoc1m1ento fragmentado
‘Se puede decir que, en genera] Tas formu]as para cairular el
"Jvea de Tas f1guras geometr1cas e]ementa]es, esto es, tridngu-

You; no11gonos rpgu]aves e 1rregu1ares,y c1rcu1o, aparecen co
mo 1depend1entes unas de otras. Sin embargo usando la idea de seme-

Nk naa todas pueden ser dernmdas a;mrtwr de la determinacién del

éyca del tridngulo. Citaremos dos teoremas de los Elementos

“de Euclides y el Primer paso del Teorema de Eudoxo para'i1us-
" trar lo afirmado. (La Idea de'L%mite en'CéIcU]oﬂdgkaeasg

Cap; 1).

medes en Ia que se usan ideas de t1po mecan1co y geonf_
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~caso continuo es clara._ Este tipo. de analogfa, fué usada con

frecuenc1a por Le1bniz, y posiblemente Jugo un papel importan—
te en su descubr1m1ento del teorema. (La Idea de L1m1te en Cal
culo de Areas y E1 Teorema Fundamental del Calculo, Cap ly 3)

Hay muchas formas de enfocar, entender y maneaar una,“m1sma"
idea matemat1ca o resolver un problema, cada una con sus posi-

;b11idades y limitaciones determ1nadas por circunstancias espe-
_cificas. Esto sera eaemp11f1cado con las definiciones de l1a ci

cloide de Descartes, Roverbal y. Fermat y sus respect1vas solu-
ciones al problema de la construccidn de la tangente a esa cur
va. (Construcc1on de Tangentes, Cap 2)

Existen d1ferentes concepc1ones 0 1nterpretaC1ones de1 Calculo.

- Aqui descr1b1remos los aspectos pr1nc1pa1es de tres de el]as.
,‘(COncepc1ones del Calculo, Cap. 4) ‘ '

Finalizakemos puntﬁalizandO’que, aﬁn aceptando que‘la presenta
cion de la matematica formal de 1a ensenanza fuese el mejor ca

,;mino para introducir al estud1ante al conoc1m1ento de las Mate

maticas, es una def1c1enC1a grave el no hacerle conc1ente,,aun
que sea por medio de comentar1os y 1ecturas .marginales, de que

se le estd presentandovun aSpectpide_]as Matemdticas y queotros,

al menos tan importantes como éste, estdn siendo ig. norados por
el momento y que por To tanto, para lograr un conocimiento més.
amp]iofyxprofundo de las matemdticas, é1,tendré,-eVentualmenté,
que manejar esos otros,aspeqtds. -
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‘1. LA IDEA DE LIMITE EN EL CALCULO DE AREAS
INTRODUCCION

Uno de los antecedentes mis remotos de la idea de 1imite se
encuentra en el Método de Exhaucion de Eudoxo (+ 408 A.C., + 355
A,C.).1Sin.embargo,_e1 hecho de que en el trabajo dé‘gste matema
tico griego ya aparezca en una forma bastante desarrollada, hace
suponer 1a ex1stenc1a de precedentes mas ant1guos y e]ementales,
por To que se podr1a af1rmar que el desarrollo del concepto de
11mJte, des¢e,]a forma en que lo manejaba Eudoxo hasta la forma
en'ﬁue 1o presentamos a los estudiantes actuales de un curso de
.Cdlculo, le tomé a la humanidad alrededor de 22 siglos, a To lar-
- go de los cuales notamos periodos de mayor actividad matemdtica
"alrededor de ese concepto, como el que va de Cavalieri (1598-1647)
a‘Cauchy (1789-1857). Sabemos, en términos de nuestra experienéia‘
durante el conocimiento y la ensefianza de la idea de 11m1te, que
ésta es comp1eJa Yy d1f1c11 de ser captada y maneJada, Y que, de
hecho, a 1o largo del t1empo vamos descubr1endo nuevas facetas vy
:e1Ementos que permiten tener una visién y maneJo mds claros y pro
fundos de ella. Hay otros egemp]os (ndmeros irracionales, nimeros
negativos, nimeros imaginarios, medida, dimensidén, cardinalidad,
‘brdina1idad etc. ) en donde se presenta esta -situacidn de semejan
za entre ‘un proceso h1stor1co de desarrol]o pro]ongado de una ide:
fmatemat1ca, con momentos de gran actividad, crisis, irregularida-
des y obstdculos ¥, por otro lado, la existenc1a=de dificultades
mayores durante la ensefianza y el conocimiento actudes de esa ide:

Esto sugiere que un estudio hiStérico‘finO'del desarrollo de
la idea aportaria elementos péra construir un esquema global de 1.
informac1on, proced1m1entos y etapas requer1das para.su conoc1m1en
to 1os cuales serian de gran utilidad durante su ensenanza "

Antes de pasar a ilustrar con un ejemplo bel]o e impdntante

. Método de Exhaucidn de Eudoxo, haremos un paréntesis para discuti
la idea de Timite én'términds mis accesibles e intuitivos. Lo efe
tuaremps-pof medio de una analogia, con una simplificacién ma-
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tematica fuerte. la de pasar de un modelo continuo, el de los nu- '
meros reales, a un modelo dwscreto, el de los enteros._ '

Supongamos que estamos 1nteresados en estudiar un c1erto he
cho histdérico, digamos la realizacién de un. golpe ‘de estado, que
se lleva a cabo durante tres dias. Podriamos considerar varias -
pos1b1l1dades de estudlo del fendmeno con respecto al tlempo, -
por eJemplo° -

a) Estudiarvqué sucede durante ese intervalo de tres dias,
- que 1lamaremos el tiempo cero y denotaremos por To.

b) Se]ecc1onar una serie de 1ntervalos de tiempo inmediata-
‘mente anteriores al intervalo To digamos Tosy T-us T3,
’T-z, T-1, y estudiar primeramente 1o que sucedid en e1 T-5,

a continuacién 10 que suced1o en el T-, y asfi sucesivamen
te, tratando de ver si- se definen algunas tendencias o pa
tronequueldesemboquen en lo sucedjdo en el tiempo To.

: |Cuan grande serla nuestra sorpresa al ver que la segunda op- -
cidén no so]o nos da la 1nformac1on que obtenemos de ‘la primera, -
sino ademas 1nformac1on ad1c1onal“ (Observemos que estamos hacien-
do una suposicién de continuidad). : '

Aﬁnque quizas un poco mas de‘ref]exién nos haria ver que el
resuitado no es del todo extrafio, ya que en la segunda opcidn es-
tamos manejando, de alguna manera, mas informacidn que en la pri-
mera. En Ta segunda opc1on estarfamos en el caso de estudiar lo -
sucedido en el t1empo To a través del limite de lo suced1do ante-
riormente. ' '

Otra forma_de sugerir 1a importancia y necesidad de;]a idea de
limite seria a través de 1la observacién de que se puedevllegar a
- situaciones 1dent1cas por medio de trayector1as d1ferentes. Por e-
JempIO' si tenemos la interseccién de dos carreteras, podemos 1le-
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gar a e]]a al menos de dos d1recc1ones d1ferentes, s1 vemos un au-
tomov11 en reposo, es p051b1e que acabe de detenerse, que haya es-
tado ah1 los u1t1mos afios u otros casos diferentes. Con51derando
estas observac10nes, podemos dec1r que el concepto de limite nos
perm1te estud1ar una s1tuac10n dada -a traves de como se 11ego a
ella, o en term1nos de 10 sucedldo 1nmed1atamente antes"; esto ti
bién pone de manifiesto porqué en conJuntos 1nf1n1tos, tales que f
dos sus-puntos son de'acumulac10n, como los racionales, 1os reale:
el plano, la idea de limite adqu1ere su 51gn1f1cado e 1mportanc1a
p]enos. ‘ ‘

’Régresando’al Método de Exhaucién de EudoXo, presentaremos,ﬁl
teorema, tamb1en deb1do a Eudoxo, que aparece como Proposicidén 2.
de] Libro XII de 105 Elementos de Euc11des (+ 330, + 275 A. de C.;

TEOREMA 1. Las ireas de los clrculos son proprocibnaTes'a lo:
‘cuadrados de sus dlametros. Esto es, s1 tenemos un c1rcu1o con -
area . Cl Yy otro con area Cz Yy con d1ametros dy .y dz respect1vament<

.'entonces: - ,
C . df
o a%

, :La,idea'de la demostracidn, y“posib]emehte un origen del teo
ma , es concebir a la circunferencia como un poligono con un nime)
infihifo de ‘lados, 0‘podriamos'decir,‘éOmo'el 1imite de poligonos
regu]ares inscritos en ella con un niimeroc creciente de Tados. Comt
para los po]1gonos inscritos el teorema es va11do, es una ‘posibil:
dad viable que tamb1en sea- c1erto para el caso ]1m1te; Esa forma
concebir la circunferencia fué, en la ant1guedad, fuente de descu-
brimientos matematicos importantes y fué tomando diferentes forma:
y gemra]1zac1ones, siendo las mads conocidas las de N1c01as de Cusi
Kepler y Le1bn1z, esta altima conoc1da como EV Principio de Conti-
nuidad de Leibniz, que dice: "En cua]quler proceso o transicidon q
f1na11za en, a]gun term1no, es perm1s1b1e establecer un razonamien-
genera] en el cual e] term1no final puede ser 1nc1u1do
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2__OSTRACION La demostrac1on de] teorema 1 puede ser cons1
derada en tres pases.vEN; 19pr1mero, se demuestra el teorema ani
logo para pol1gonos. En el segundo, se demuestra que e] area del"
circu]o puede ser exhaustada o aprox1mada, con el grado de preci
sién necesaria, por medlo de las areas de pol1gonos regu]ares --” 
1nscr1tos de 2" lados, En el tercero, se usa el método de reduc-
~ cidn ‘al absurdo,‘o metodo 1nd1recto, para derivar el resu]tado —f:
,,buscado

1er. paso) Teorema (Propos1c1on 1 del L1bro XII de 1os Ele-

mentos de Euclwdes) "Las dreas de po]1gonos semejantes 1nscr1tos,wﬁ_

- en c1rcu]os son proporc1ona1es a ]os cuadrados de ]os dlametros

‘ Demostrécién Cons1derando como un hecho conoc1do que las - i
dreas de p011gonos semeJantes estan en la misma razon que los cua

.drados de dos cualesqulera Tados correspond1entes (Propos1c1on   *ﬁ
20 del L1bro VI de los E]ementos de Euc11des),ves suf1c1ente de-ﬁwg

mostrar que una pareja de ]ados correspond1entes estan en la m1s,‘
ma razdn que los d1ametros correspond1entes ' '

Aqui convendria obsérvar'que el drea de un triangulo es el

producto de dos de sus lados. por una constanté, que séJo'depende o

del angu1o formado por estos dos lados. En consecuencia las &dreas
de trxangu]os semegantes estan en la misma razdén que el cuadrado
de la razén de cua]esqu1era dos lados correspond1entes De aqui
podemos pasar a un caso mds. general, el de po]1gonos semeJantes,
ya que el adrea de un po11gono puede obtenerse tr1angu1ando]o, y
tendriamos la Propos1c1on 20 del L1bro VI de los E]ementos de Eu
clides. . '

. Cons1deremos los poligonos semeJantes AxB1C;DxE1 y AszCzozEz
1nscr1tos en los c1rculos correspond1entes Ciy Cav
Sean‘Qx y Qz ‘tales que,E1Q;‘y,E2024 son didmetros.



‘ tonCes el angu]o EiA1By es -igual al dngulo E,A,B, y los la-

~dos que 1os determman son proporcwna]es, ya que, por hipétesis,

Por 10 tanto Tos tr1angu]os EyA3B; Y
n

705 Pchgonos son semejantes.
angu'lo AIBJE1 = &n

EzA2B, son equ1angu1ares
9“10 ﬁszEz y en consecuencia, por ‘ser 1nscr1tos y subtender los -
A dd

ngu]o A1Q:E; = &dngulo A,Q,E, y como los a___ Tos EJAIQ1

De aqui obtenemos

-

m'lSmos -
y E; P\zQz | réctos, tenemos que los tmangu]os A101E1 .Y
eqwun?u'lar;s,?y por 10 ‘tanto,’ js_e_meJahtes De aqu1 1nfeﬁr‘1m‘r :
' E1Q: - Ei1Ay :
E2Q2 - E2Az2

con lo que term'anamos el primer paso, :
20. Paseceg). ‘Demostraremos ahora que las dreas de pohgonos regu]ares

_.n
de 2 lados exhaustan el irea del c1rcu1o,

A R _B"




Inscribaros un cuadrado AxB{Cjbl eh-~]‘circu1o;'demdstrar5m05 que
el area de este cuadrado es mayor que la mitad del area del c1rcu.
To. ’ ‘ , ‘ o S -
Consideremos e1 cuadradofgxcrito AszczDz,/con lados para1e_
los al cuadrado inscrito. Tenemos que'su érga es el dob]éidel drea
del cuadrado inscrito, ya que, 11amando 2, 2 la'IOngitud*&el lado
del} cuadrado inscrito y 22 a la del cuadrado excrito, tenemos, por
el teorema de Pitagoras: :
2 2 . :
e s Gy
y en consecuencia |
Y S 2 S
Entonces, el area de1 cuddrado 1nscr1to es la m1tad de] areqv] 
‘del. cuadrado excrito y como ésta es mayor que la de] c1rcu]o, te?“"
" hemos demostrado Io:que nos propus1mos. :

Ahora cons1deremos el octagono regu]ar obte: d s 0 a
arco superior A;B, en el punto E. Demostraremos que del exce o da;"
‘drea del circulo con respecto al cuadrado 1nscr1to, el écté“ .
inc?uye mas de la mitad. ‘

Tenemos que el area del segmento cichlar'detefminado por el
j@rco AE By y el segmento A;B; es menor que el area del recténgqu
éﬁjFGBiq C”a'amenté{“é]”bét§gﬂﬁ6“1ﬁéluyGAEYaCfamente'1as“éréaﬁ de
JO triangulos A,EH y HEB,, cuya suma es exactamente la mitad de]
ﬁrea del rectangu]o A,FGB,, por lo tanto el octagono 1nc1uye mis de
1a m1tad del drea ‘del segmento. - : '

De aqui, usando bidsicamente una consecuencia del principio, -
obvio para los matemdticos de la.época, de que dadas dos cantida- -
des podemos sumar la pequeﬁa:consigo misma un nimero suficienteménte
grande de veces hasta exceder 1la grande,~(1oxqge ahora es conoc1do ‘

“‘como el Axioma.de Arqu1medes), Eudoxo af1rma:quem1a d1ferenc1a del..
‘circulo- y la. de un poligono regu]ar de 2n 1ados,,con n suf1c ‘
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‘mente grénde, pqéde ser hecha mEnor que‘una_cantidad asignada de‘an

temano.

Prob1ema 0.1 A partir del Axioma de Arquimedes, esto es, de  que

dados dos numeros rea]es p051t1vos ayb ta1es que a < b, existe un
nGmero natura] n tal que na > b, demostrar que el drea de 1a c1rcun
ferenc1a es aprox1mada con el grado de precis16n requer1do por 1as

freas de 1os po]igonos regu1ares construidos’ anteriormente

_3er.“paso) Ahora cons1deremos dos circulos con dreas. Cl y C,

y con. d1émetros d, y d, respect1vamente, y. supongamos que
C d . : e,
, #* , . U g ,
ct_‘ I | | (1.0)
po 1o tanto tendremos que:
C, . d2 ¢, - d?
& <& ° & 7 &

En el primer caso existiré,Un c1rcu16 con §rea Cg; tal que,

Cy <Cp y | _ R
Cy =-g§ : S e

En el Segundo'cdso existiralun~c1rcu10 con area‘C;;Ztél que,

Cy <.c1 y

Prob]ema 1.| éCémo se aséguraba en esa &poca la existencia de
c3 y €2 | | |




Consideremos el primer caso, esto es,

con C3 <C,. Por lo demostrado en el segundo paso, podemos encon-
trar un pdligono regular de 2™ tados, inscrito en el circulo C,, tal
que, su drea P satisfaga |

€ty < P < €, . (1.2)

Consideremos un poligono regular de 2™ lados, con &rea P,, ins
crito en el cfrculo C,, entonces por 1o demostrado en el primer pa-

so, se tiene | L _
P.l. - d

P \
y considerando (1.1) obtenemos

L P )
s

]

€y
.(‘js

y ya que Py < Cj, Tlegamos a P < (4, To que contradice {(1.2). En
el segundo caso procediendo de manera completamente andloga llega-
mos también a ana contraditcﬁén.‘bpor 10 tanto, 1a_prbposici6n(1,0)

es falsa y asi concluimos la prueba del Teorema de Eudoxo,

Ahora consideraremos un problema en el que Arquimedes usdé con
éxito impresionante consideraciones de tipo mecinico para el descu-
brimiento de conocimientos matemdticos. En el problema que presen-
taremos, se conjugan CO"STdLYaC’On“S mecén1cas sencillas con intui-
ciones. geométr1cas profundas acerca del &rea, dando por resultado
una obra maestra del pensamiento matemdtico griego. Primero presen

taremos como Arquimedes descubre el valor del drea del segmento pa-



-rabdlico y poster1ormente daremos su demostrac1on “r1gurosau del

‘; resultado, usando el Método: de Exhuacion de Eudoxo

E] problema que se propone Arqu1medes es el de ca]cu]ar el
area de un segmento parabol1co. Sea este el determ1nado por el -
arco de parabola AB y el segmento de recta AB. Sea € el punto me
dio del segmento AB. Sea D el punto de 1ntersecc1on de la tangenv
te a-la parabola en B-con, la recta para]e]a al eje de la parabola'
que: pasa por C y 1lamemos E al otro punto de 1ntersecc1on de esta'
recta con la parédbola. Arqu1medes menc1ona, como un hecho ya cong
cndo en su. epoca, que DE = EC. . ‘ g
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[Prob]ema 2. ]Deméstfaf‘quefDE' EC. ZSe puede dar ‘una demos-
trac1on en la que no se use Geometr1a Ana]1t1ca7 - ‘ :

' 59§ F'el puntomdé:interSecciéhxde ]q’tangente con la recta
gue pasa por A, paralela al eje de la pardbola, y G el punto de.
tnﬁerséccfbd de esta recta con la determinada por los puntos B y.
E. Como el triingulo FBA es semejante al tridngulo DBC y DE = EC,
se tiene que FG = GA. Sea el puﬁto H sobre la recta qUe pasa por .
los puntos B y E tal que G sea el punto medio del segmento BH. U-
saﬂ&o el argumento anterior para demostrar que FG = GA, se tiene
que IJ = JK  para cualquier otra recta paralela al eje de la pa-
ribola. Sea L el punto de interseccidn de esta recta con la pard
bola.

A continuacién Arquimedes demuestra que:’

HG # LK = GJ & IK T (1.3)

Problema 3.|Demostrar la reiaciﬁh'HG o LK = GJ e IK;

_ Arqu1medes cons1dera el drea del segmento parabélicofcomo la
'“suma infinita" de las Tongitudes de ‘todos Tos segmentos LK, co-
} rrespondientes a todas las rectas paralelas al éje de 1a;ﬁarébola)
y el area del triangulo FBA como la "suma infinita" de las longi-
tudes de los segmentos IK, obtenidos al considerar todas las para
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lelas al'ejé de‘ﬁa pardboia que w?mrsectan e] segmento AR -
__formula (1 3) we?acm@na @gtgs to ng tudeg y Avqunmedes 1, 1nter~f

V,ConsidérQSQ JH eomo una palances n@n punto de apoyo er G
‘tonces si_cons{deram@& LK agmu un peso co?orado en H, e IK como
un peso colocado en J, tendremes ia palanca en eouw’wbr103 segin
~1a ley de la palarica en vista:d 1a Férmula (1.3), De aquxg?se
- tiene'qUe la suma de las ?Ongxgudes de los segmentus LK colocada
.en H equullbrara a la suma de los segmentos IK reposando en su’-
‘ punto medio, sobre eﬂ punto CQer%p@nuwenTe J de? segmento BG ‘
Esta iltima distyxbucson de peso es equxvaﬂ&nte a consmderar to_
~dos los segmentnb unbre el centro de gravedad del urwangulo FBA,
que estard colocado en el segmento GB y serd IEamado Z, 0o sea el
drea del tridngulo colocada @m Ly p@r 10 ‘tanto tendrenos: que '

(Area del twmangula FBA} o GZ {Area del gegménto pafﬁbé}i
co AEB) > GH. o o

Arquimedes demuestra ahova que GZ = % 687% %5 GH y por'1o 
‘tanto: e

S

Area del segmento parabdlico AEB = %'Area del triéﬁgu]o FBA

, L
Problema 4.} Demostrar que GZ = %JGBV

Por ﬁ]timo Arquﬁmedeg retaciona Tas éweés'de‘las triéngu1ds
FBA y AEB de ﬁa manera siguiente: primero demuestra que'eﬁ area
del triangulo AEB es la mitad del Area del tridnqulo GBA y esta
drea es a su vez la mitad del drea del twiéngu16 FBA: consecuent
'mente,'e] area del tridngulo AFB es cuatro veces la de] tr1angu1
AEB y de aqum inferimos que: '

.TEOREMA”Z;'EY”érea del segmento parabdlico AEB es dgual é‘%
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descubr iy hechoys matemi ¥ demuestra

matemdtico, que hace uso

wy demastracion.

isf{dérese el segmento parabdlico determinad

pavébota AB y Ya cuerda AB. Por el punto medio del

sse una vecta paralela al

que ta tangente z la pardi

Provlema 6. 0emostrar la afirmacibdn anterior

Tomando las paralelas al eje de la pardbola que pasan por A
y B e intersectindolas con la tangente en C, obtenemos un parale
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lTogramo DEBA. Claramente, el tridngulo ACB tiene la mitad del -
rea del parale]ogramo y Ta de és te es mayor que la del segmento
‘parabo]mco Por 10 tanto, ei irea del tr]angula ACB es mayor que
‘1a mitad dei drea del segmento parabohco° Conswderemos ahora el
segmento parab011co determmnado por el arco CB y el segmento CB,
y construyamas el triangulo CFB de una manera andloga a ]a cons -
truccion del tridngulo ACH. Arquwmedes demuestra

Area del triéngu]o CFBk? % Area del triéngu]o,ACB : (1.4)

En consecuencxa e] drea de los trlangulos CFB y AGC es 1a -
cuarta parte del area del trxdnguio ACB. ’

Problema 7. Demostrar ta igualdad (1.4).

Tenemos también que el drea de cada uno de Tos triéngu]os‘ﬁ

o CFB es mayor que la mitad del. area del correspond1ente segmeng

parabollco Usando el mismo argumento gue Eudoxo manejo en el Tz

REMA 1. Arquimedes demuestra que la diferencia entre el area del

segmento parabo]lco 'y la suma de.las &reas de un cierto paso de

Ta division en tr1angu]os serd menor que una cantldad o ‘asignac
de antemano, esto es:

Area del segmento parabdlico-Area del tridngulo ACB - %fArea del
- tridngulo ACB-.. ‘ '
| e ;j%ﬁ Area delktriéngu1o ACB < a
: L]améhdd Bi al area de] tr1angu1o ACB prueba¢a.continuaci
que para cudlquler n.

1 - ‘i - | a e |
8y + 7 By + 4. F 7n Bi 3 (~n Bi1) = § : (1.5)_

Problema 8.} Demostrar ‘la igualdad (1.5)

Bl

Designemos por g. a : B1 Y Por B el drea del segmento pare

bolico en cuestidn.






