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CONSIDERACIONES HISTORICAS Y HEURISTICAS SOBRE LA ENSEÑANZA' DEL CALCULO 

DIFERENCIAL E INTEGRAl. 

Alejandro López Yáñez~ 

o • I N T Ro DU e e I o N 

Sin los conceptos, ·métodos y re
sultados descubiertos y desarro
llados por las generaciones pre
vias hasta la Antigua Grecia, uno 
no puede entender las finalidades 
y logros de las matemát)cas de 1 os 
Oltimos cincuenta años. 

Hermann Weyl 

Nos proponemos, por medio de estas breves notas mostrar algu
nos elementos y aspect~s del Cálculo que generalmente no aparecen en 
los textos de C8lculo y en consecuencia en la enseñanza usual de é~ 
te. Conside~amos que el conocimiento de este tipo de elementos y 

aspectos por pa~te del profesor crea la posibilidad de enriquecer 
las conditiones de aprendizaje y conócimiento del Cálculo por párte 
de los a.lumnos .. 

los elementos que presentaremos pueden ser considerados, en una 
primera aproximaci6n, de tres clases; hist6ricos, psicol6gicos y fi 
los6ficos. 

*Facultad de Ciencias, UNAM. 
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Menc.i o-r1aremo s a 1 gu nos e.1 ementos importantes· de carácter h is tó-, 

rico que cnnducen a tener una visi6n y entendimierito más amplbs 
e inte9rados d~ tas Matemáticas, con la consecuente mejora de -
posibilidades a la hbra de la ensenanza. · 

a) la~ Historia muestra que las Matemáticas son un.a ciencia.dinámi· .. 
ca. en continua evolución en todos aspectos, como: 

G'neraci5n de_conceptos y teorfas 
.~oncepcio~es y enfoques 
~etodologfas, criterios de .verdad y rigor 
Interacciones con otros campqs del saber huntano 
Aplicaciones 
Formas y difusión de la actividad matemática 

b) Al estudiar la g~nesis de una idea o conc~~t-0 matemático, en a! 
gunos casos podemos obtener indicaciones acerca de sus puntos -
claves o diff~iles y, a trav~s de los diferentes mitodos o con-, 

cepciones usadas en el pasado, generar alternativas ~ara su en-
sefianza. Podemos conocer las relaciones de esta idea con otr~s, 

' ' . . . 
ya sea de carácter matemático, fisico, filosófico, etc. Podemos. 
•ncontrar motiva~iones para su descubrimiento o invención, asi 
~o~o problemas interesantes y menos a~tificiales conectados con 
ella. 

el Por.m~dio de 1~ H~storia, podemos humanizar y desmitificar el -
con6cimiento y la actividad matemática, situándolas en términos 
de las personas ~Y circunstancias especificas q~e las generaron. 
con sus avances, ~xitos, crisis, errores, giros, recovecos, etc. 

d) A trav~s de la H~storia,podemos situar a las Matemáticas en un 
e~ntexto social, con las presiones que ~ste ejerce sobre ellas~ 
las caracte·rísticas gremiales e institucionales de la activ·idac: 

. " 

matemática, la ~nteracción d~ factores extfacientíficos y cien-
. tifitos, las modas matemáticas, la profesionaliz~ción de la arti 

vidad matem~tic~, etc. 
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·Il. Es evidente. (basta ver los textos de matemáticas) que la ense
ñanza actual de las matemáticas, sobre todo a nivel medio sup~ 

;, 

rtor y superior, se ~educe esencialmente a 2 presentar una serie 
de definiciones, teoremas y eje~cicios encadenadas 16gicamente. 
Esta forma, que es la más econ6mica desde el punto de vista del 
11 cpnocimiento 11 del maestro y 11 entendimiento'1 del a1umno·9 condu-

1, 

ce, entre otras cosas, a crear la imagen en el estudiante de -
que las mat~máticas son una sucesi6n 16~icamente encadenada de 
.defini~iones y teoremas que han sido creadós por unas mentes su 
p~r16gicas y que, cuando él sea capaz de seguir paso a paso el 
razonamiento deductivo de la prueba de un teoremi, ya habri en
tendido éste. conclusión totalmente falsa, ya qu~ el tipo de -
consideraciones o argumentos intuitivos, ca-sos particulares, sj_ 
tua~iones sugerentes, experimentacj6n, aralogias, etc., que co~ 
ducen a entender lo~e el teorema dice, el po~ qué se estudia, 
el por qu~ esas hipótesis son ~ecesarias, d6nde se aplica; el -
por qui es un enunciado 6ptimo en algGn o algunos s~ntidos§ po
sibles variantes o generalizaciones, puntos todos éstos, fund~ 
mentales para la comprensi6n del teorema, son desconocido~ para 
el estudiante. En particular la mayoría de los elementos de na
turaleza heuristica quedan casi totalmente marginadris en la en
sefianza actual. Decimoi casi, porque s61o ·a través de la resolu
ción de algunos problemas o ejercicios, el estudiante entra en -
contacto de manera muy implícita con estas herramientas, y aún -
aqui, en forma deficiente, ya que los· ejercicios usualmente son 

' . 

seleccion~dos y presentados sin.consideraciones y ordenamientos 
que faciliten o. propicien el desarrollo de ciertas habilidades y 

la familiarizaci~n con ciertas t€cnicas 6 trucos, (que no por e
lementales, son menos atiles) y carecen en general de comentarios 
sobre po~ibles alternattvas de ~alor heur,sttco~ etc. 

III. Es importante hacer ver al estudiante que el Cál~ulo (y en gene
ral las Matemiticas) pueden s~r concebidos, mariejados y usa.dos -
de diferentes f6rmas y t6mo cada uria de istas ha ~umplido o cum
ple un ·papel, dependiendo del contexto en que se estfi situado o 
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4é la.s fina·l ida.~e~ que se persigan~ Esto contribüi.r1a notable

narnte, no solariiénte a crea1" co1fdicion~smá~· propicias y varia

d a s p a r a e pt e nq e r e l m a t e r ·i a 1 d e 1 C á 1 e u l o , ! in o ta m b i é h a d a r -
1 e f ·¡ e>< i b i 1 i d ad á c i e r t a s e o n C: e pe i o ne s p a l e o l í t i e a s de la s m a -

temáticas y de su enseñanza, que procla~an ser la concepci6n o 

la forma de enseñár las mat.eíllát1cas. , 

En las notas preten.demo.s mostr:-ar; a través de tf,!m'as específi-
cos de matemáticas, como: ,¡·'-':\'~; ·• 

IL l~s _ideas matemática.s eyolpcii:>n~n y ~ti a'lgunos caso.s se ha re
guerido de mucho ti.eiJ!po y e$TÚ&~z({ pá~a lleva~J<i~ a sÚ f9rma --.... -... ·.. ' .. · -·. ...... . . 

Ectua1_. Presentaretnos ·un toorem~ de Eudoxo ·:lurio de Arqul.1neoés 
. en los cuales se Usa el Méto4p ~r~·Exhauciónde Eudoxo· qut?>e,5 
. ün antecedente .muy claro· y evolú~io.nado d~.r:·~ancepto>·~ré.;l;i:mlte. 

Luétjo pré'seritaremos 1 a fo.rhia én qué; tª·v~'':lt~',~[~"t y t-e!t:m··~'.~':'.~i~~:$'3)i:~ 
bin la idea de 1,mite en el cálculo de fré~s~ 

(La Idea de· Límite en el Ciilculo de At•ªs, Cap. 1) 
.. ,, ; ',"' 

B •. Al ignorar ciertos aspec·to·s.históricos de dn téma, se crean la

srn.n.~-º--11.uecos que repert:u.t(!n en ·un c~no~.t~i·ento fra·gmehtado. 

c. 

Se puede decir que, en general, las fórmulas para calcular el 

·área de las figuras geomé:tt.;i·cas élemental~'s, esto es, triángu

los\ól poJígonos regulares e irregulares,y círculo, aparecen c.Q_ 

mo 'independientes ·unas de otras. Sin embargo usando la idea de seme

Janza todas pueden ser derivadas a partir de la determinación del 

área de1 triángulo. Citaremos dos teoremas d-e los Elementos 

de Euclides y el Primer paso del Teorema de Eudoxo para 11us-

t r a r 1 o a f i rm ad o . ( La I de a de L í m i te e n e 4 1 c u lo <I e A re as , 
Cap. 1). 

El proceso creativo de matemáticas es muy complejo y t.,(:r%.urre 

en general a diversos elementos que deb~n s·er destaca#á?. Esto 

.10 ejemplificaremos con la primera parte.del teorem~ de Arquí

medes en la que se usan ideas de tipo mecánico y geqm~trico P~. 

ra descubrirlo y con uan presentación del Teorema Fun~~1¡1~ntal 

de 1 e ey 1 e u 1 o , en 1 a e 1,1a·1 la P na 1 o g í a e n tr·e e, 1 e a s o f':i.tf'J··,~F Y e l 
., .. ,· . ::,;·:·.:. ,'.,:.·:.· ·: 



- 53 -

caso continuo es clara. !ste ~ipo de an~log,a, fu~ usada con 
frecuencia por Leibniz~ y posible~ente juga un papel importan
te en su descubrimiento del teor.ema. (La Idea de. L,mite en Cá}. 
cul~ de Areas y El Teorema Fund~~ental del Cálculó, Cap. 1 y 3) 

D. Hay muchas formas de enfocar, entender y manejar una "misma" 
idea matemátic' o resolver un problema, cada una con sus posi
bilidades y limitaciones determin.adas por ctrcunstancias espe·-

.·c;ficas. Esto será ejemplificado con l.as definiciones de la ci 
c·loide de Descartes, Roverb.al y. Fermat y sus respectivas sol u
ciones al problema ~e la construccf6n de la tangente a esa cur 
va. {Construcci6n-de Tangentes, tap. 2). 

E. Existen diferentes ~oncepciones o interpretaciones del Cálculo. 
Aqu1 describiremos los aspectos principales de tres de ellas. 
(Concepciones del Cilculo, Cap. 4). 

Finalizaremos puntualizarido que, aOn •ceptando que la pr~sent~ 
ci6n de la matemitica formal de la eriseftariza fuese el ~ejor c~ 
mino para int~oducir al estudiante al conocimiento de las Mate 
miticas, es una d~ficiencia gr~ve el .no h~cerle conciente, aun 
quesea por medio de comentarios y lecturas.marginales, de que 
se le está presentando un aspect~o de las Matemáticas y que otros, 
al menos tan import,ntes como ~ste, están siendo ig. norados por 
el momento y que por lo tanto, para lograr un conocimiento más 
amplio y profundo de las matemlt1cas, ~1 tendrá, e~entualmente, 
que manejar esos otros aspectos. 
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1. LA IDEA DE LIMITE. EN EL CALCULO DE AREAS 

INTRODUCCION 

Uno de los antecedentes m~s ~emotos de la idea de l•mite se 
enctientra en el·M~todo de Exhauci6n de Eudoxo (+ 408 A.C.,+ 355 - -
A~C.). Sin embargo, el hecho de que en el trabajo d~ este matemá 
tico griego ya aparezca en una forma bastante desarrollada, hace 
suponer la existencia de precedentes más antiguos y elementales, 
por lo que se podrla afirmar que el desarrollo del concepto de 
ltmite, desde la forma en que lo manejaba Eudoxo hasta la forma 

' ' 

en que lo presentamos a·1os esttidiantes actuales de un curso de 
.Cilculo, le tom6 a la humanidad alrededor de 22 siglos, a lo la~
go de los cuales notamos periodos de mayor actividad matemática 

1 

,alrededor de ese concepto, como el que va d~ Cavalieri (1598-1647) 
a"cauchy {1789-1857). Sabemos, en tirminos de nuestra experiencia 
durante el conocimiento y la ensefianza de la idea de limite, que 
~sta es compleja y dif,cil de ser captada Y.manejada, y que, de 
hecho~ a lo largo del tiempo vamos des¿ubriendo nuevas facetas y 

elementos q~e permiten tener una v•si6n y manejo más claros y pr~ 
fundos de ella. Hay otros ejemplos (nümeros irracionales, nümeros 
negativos~ nGmeros imaginarios, medida, dimensi6n, cardinalidad, 
ordinalidad~ etc.} en donde se presenta esta ·situación de semeja~ 

za entre un proceso histórico de desa~rollo prolongado d~ una ide¡ 
matemática, con momentos de gran actividad, crisis, irregularida
des y obstáculos y, por otro lado, la existencia-de dificultades· 
mayores durante la ensefianza y el ¿onocimiento actu~es de esa ide; 

Esto sugiere 9ue un estudio hi~t6rico fino del d~sarrollo de 
la idea aportaria elementos para construir un esquema global de 1 
inform~ci6n, procedimientos y etapas requeridas para ~u conocimien 
.~o los cuales serian de gran utilidad durante su ensefianza. 

~ntes de pasar a ilustrar con un ejemplo bello e impo~ta~te 
. Método de Exhauct6n de Eudoxo, haremos un parªntesis para discuti 

la fdea de.limite en tirminris más accesibles e intuitivos. Lo efe 
tuaremos por medio de una anal~g'a~ con una simplific~ci6n ma-
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'tt:mática fuerte:. la de p~sar de 'un modelo continuo, el de los nú• 
meros reales, a un modelo discreto, el de los enteros. 

Supongamos que estamos interesados en estudiar un cierto he 
cho histórico, digamos la realización de un golpe de estado, que 
se lleva a cabo durante tres dfas. Podrfamos considerar vartas -
posibilidades de estudio del fen6men6 con res~ecto al tiempo, 
~or ejemplo: 

a) Estudiar quA sucede durante ese intervalo de tres dias, 
que llamaremos el tiempo cero y ~enotaremos pbr To. 

b) Seleccionar una serie de intervalos de tiempo inmediata
. mente anteriores al intervalo To digamos T-s9 T- 4 , T- 3 , 
• ·"' 4 

T- 2 , T• 1 y estudiar primeramente lo que sucedi6 en el T~s, 

a continuaci6n lo que sucedió en el T-, y asi sucesivamen 
te, tr~tando de ver si se definen algunas tendehcias o p~ 
trones que desemboquen en lo sucedido en el tiempo To. 

iCuán grande sería nuestra sorpresa al ver que la segunda op
ci6n no s61o nos da la inf6rmac16n que obtenemos de la pri.mera, -
sino adem§s informaci6n adicional! (Observemos que estamos hacien
do una supos~ci6n de c~ntinuidad). 

Aunque quiz§s un poco m~s de reflexi6n nos baria ver tjue el 
resultado no es del todo extrano, ya que en la segunda opci6n es~ 
tamos manejando, de alguna manera, más informaci6n que en la pri
mera. En la segunda opc16n estarfarnos en el caso de estudiar lo -
sucedido en el ti~mpo To a trav€s del limite de lo sucedido ante
riormente. 

Otra forma de su ge r i r 1 a i m por t a n c i a y ne e es i da d de , 1 a i de a de 
limite ser1a a travAs de la observación de que se puede llegar a 
situaci-0nes idénticas por medio de trayectorias dif~rentes. Por e
jemplo: si tenemos la intersección de dos carreteras, podemos lle-
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gar a ~lla al menos d~ dos direcciones diferentes; si vemos un au· 
tom6vil en reposo, es posible que acabe de. detenerse, que haya es· 
~ad~ ahl los Gltim6s afios u otros casos diferentes. Considerando 
estas observaciones, podemos decif que el concepto de límite nbs. · 
permite estud1ar una situación dada a través de como se llegó·a 
ella, o en términos de lo sucedido "inmediatamente a~tes"i esto t¡ 

bién pone de manifiesto porqu~ en ~onjuntos infinitos, tales q~e 1 

dos sus puntos son de acumulación, como los racionales, los reale! 
el plano,. la idea de llmite adquiere su significado e importancia 
plenos. 

Regresando al Método de Exhaución de Eudoxo, presentaremos ur 

teorema, tambiin debido a Eudoxo, que aparece como Proposición 2. 
del Libro XII de los Elementos de Euclides (f 330, ± 275 A. de c.: 

TEOREMA l. Las áreas de los circulas son proprocionales a lo! 
e u a d r a d o s d e s u s d iá me t ro s . Es to es , s i ten e.m o s u n e 1 r c u 1 o c Q n 
firea C1 y otro con área C2 y con diámetros d1 y d2 respe~tivamenti 

·entonces: 
h = 4i 
.C2 · d2 

La .ided de la d~mostraci6n, y posibl~mehte un origen .del téo1 
ma , es concebir a la circunferencia como un poli~ono co~ un núme1 
infinito de .lados, o podriamos decir, como el límite de polígonos 
régulares inscritos en ella con un númerd creci.ente de lados. Come 

• ,' 1 

,p a r a lo s p o l í g o n o s i n s c r i to s e 1 te o rema e s v .á l i do , es un a p o s i b i1 · 

dad viable q~e también sea cierto para el caso límite. Esa forma ' 
concebir la circunferencia fué, en la antigUedad, fuente de descu· 
brimientos matemáticos importantes y fué tomando diferentes forma! 
y genra.lizaciones, siendo las más ~onecidas las de Nicolás de Cus¡ 
Kepler y Leibniz, ésta Gltima conocida como El Principio de Conti· 
nuidad de Leibn.iz, que dice: "En cualquier proceso o transición q1 

final iza en. algún término, es permisible establecer un razonamien· 
general en el cual el término final pued.e ser incluido". 
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#EMOSTRACION. La ~e~ostracióri del teo~ema 1 puede ser consi 
derada en tre~ p~~o~ .. ·En' ~1 primero, se demuestra el teorema aná 
logo para pol1g~~o •• ~~ el segund~, se demueitra ~ue el &rea del 
ctrculo ~ued~ ser exhaustada o aproximada, con el grado de preci . '' . . .. . . . . . -
si6n necesaria, por medfo de las &reas de pollgonós regulares -
inscritos de 2q lados. En el tercero, se usa el m~todo de reduc
ción al ~~surdo, o m~todo in-irecto, para derivar el resultado -
buscado. 

·. ler. paso) Teorema· (Proposición 1 del Libro XII de los Ele~ 
mentas de Euclides): "La~ &reas de pollgonos semejantes inscritos 
en c1rculos. son proporcionales a los ~uadrados de los di&metros? 

. . 

Demostraci6n.-CQnsi~ci~ando como un hechó conocido ~ue las -
&reas de pollgonos semej'~~es est&n en la misma· razón que los cua 
.drados de dos cu.alesq4iera lados correspondientes (Proposftion. 

' • • • • ' ' 1 • • 

20 del Libro VI ele los Elementos de Euclides), tfs suficiente dei 
mostrar que una Pareja de lados correspondient~~ est&n en la mis 
ma razGn que los diijmetros correspondientes. 

Aqut convendr~a observár que el &rea de un tti&ngulo e~ el 
producto de dos de sus la dos por una c_on·stantºe, que sólo depende 
del &ngulo formado por estos dos lados. En consecuencia las &reas 
de tri~ngulos semejantes est&n en la misma razón que el cuadrado 
de la razón de cualesquiera dos lad9s correspondientes.· De aqul 
podemos pasar a un caso mis general~. el de polígonos semejantes, 
ja que el irea de un pollgono puede obtenerse triangulindolo, Y 
tendriamos la Proposición 20 d~l Libro VI de los Elementos de Eu 
e 1 id.es. 

Consideremos los pollgonos semejantes A~B1C1D1E1 Y·A2B2C2D~E2 
inscritos en los círculos correspondientes C1 Y C2, 

Sean Q1 y Ch ·tales que E1Q1 y E2Q 2 son di&metros. 

' f ·. 
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1 I 
1 I 
1 I 
1 I 
\ I 

1 / 

' 8 ' , 

~~ton.ces el ángulo E1A1B.1 es igual al ángulo E2A2B2 y los la-. 

dos q l.t' 1 o $' de ter mi n a n s o n pro p o re i o n a 1 e s , y a qu e , p o r h i p ó te s i s , 

1;os p~;fíganos son semejantes. Por lo tanto los triángulos E1A1B1 Y 

E 2 A z B 2 .s ·o n e q u i a n g u 1 a re s • De a q u í obten e m o s : á n g u l o A i B 1E1 = á n 

gulo.A'2.B2E2 y en consecuencia, por ser inserí.tos Y.subtenoer.los - .. 

mismos ar:~():~) án~ulo A1Q 1 E1 =ángulo A2 Q2 É2 y como los á~g,ulos E1A1Q 1 

Y Ez~2.~'i:~;-~"rf rectos, tenemos que los triángu)os AiQ1É~ Y ~~QiE2-son. 
equian.~ulat~s, y por lo tanto, semejantes. De aquí in'feri!mos 

~ _ EiA1 
E2Q2 .- E1A2 

con 1o que :terminamos el primer pasó, 

2o. pa-so,). Demostraremos ahora que las áreas d.e polígonos regulares 
. n . 

de 2 l a do s ex h a u s ta n e 1 á re a del e í r cu 1 o , 

Q.emcstx"ilc i Ón: 
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·Inscnbar.:os un. cuadrado A1B1'c1D1 en el. circulo; demostraremos que 
·el ~rea de este c~adrado es mayor que la ~itad del área del circ~ 

1 o. 
/ 

Consideremos el cuadrado excrito A2B2C2D2, con lados parale-
los al cuadrado inscrito. Tenemos que su &rea es el dobl~ del área 

' ' . 
del cuadrado inscritos ya que, 11 amando R.1 a 1 a 1 ongi·tüd ·del lado 
del cuadrado inscrito y R.2 a la del cuadrado excrito, tenemos, po~ 

el teorema de Pitágoras: 

(!i) 2 l 2 
2 + cr-> = 

y en consecuencia 
2 .eJ = .t.~ 

Entonces, el área del cuadra.do inscr.it.o es la mitad.del ~rea 

del. tuadrado ·excrito y como ~~ta es mayor que la del circulo, te-,, ' 

nemas demostradQ lo que nos propusimos. 

Ahora c.onsi(Jer.e.mQ$ el octágono regular obten.i.(.i;Q bisectcln·.d'ó 
arco superior A1B1 en el punto E. Demostraremo·s que del ~xdéi.6 dé 

área del círculo con respecto .al cµadrado inscrito, el óctá·gQ.}rfo .. 
'i :·\:: . ..:,. '._, =..;~' ' 

incluye más de la mitad. 

Tenemos que el área del segmento circtilar determinado por el· 

arco A1E B1 y el segmento A1B1 es menor que el .área del rectángulo 
.,A1fGSJ,º Cia¡·'arilente, e1 óétá'góñó iricluye·exactamente las áteérs de 
.los triángulos A1EH y HEB1, cuya suma ~s exactamente la mitad del 
~rea del rectángulo A1FGB1, por lo tanto el octágono incluye más ~e 
la mitad del área 'del segmento. 

De aqu,, usando básicamente una consecuencia del principio. -
obvio para los matemáticos d~ la ·ªpoca, de que dadas do~ cantióa~ · 
des podemos sumar la peque~a consigo misma un nOmero sufi·cientemente 

grande de veces hasta exce.,der la -~r~n.~1ty(1~~·· ~~.:~·\~.,o,Q;l'.'ª e~ conocido 
como el Axioma .de Arquímedes), Eu.doxo-. afirmil· . .qu·~ la ·ct•i .. feréncia. de.1-." · 

•, ch·culo-·y·la de un polígono regular de 2n lados, con.n suficitenté-:
~·.·,;.>)>. . . 1¡_,:_ 

... · .. ··- .... 

1 ._,., 
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IProblema O.\ A partir del Axioma de Arqu1medes, esto es, de.que 

dados dos nameros reales positivos a Y b tales que a< b, existe un 

nameTo natural n tal que na > b,. demostrar que el área de la circun 

ferencia es aproximada con el grado de precisi6n requerido por las 

lre-as de los po11gonos regulares construidos anteriormente. 

3er. ·paso). Ahora consideremos dos c1rculos ~on &reas c1 y c2 

y con diámetros d1 y d2 respectivamente, y ~upongamos que: 

(1'.o) 

po lo tanto tendremos que: 

o 

'· 
En el primer caso existir& un c1rculo con &rea c3 , tal que, 

C3 < C2 Y 

( 1.1) 

En el segundo caso existir& un c1rculo con área C4 , tal que, 

C4 < C1 Y 

[Problema 1.J lC6mo se aseguraba en esa ~poca la e~istencia de 

C3 Y Ci.? 



- 6 1 -

Consideremos el primer caso, esto es, 

= 

con C3 < C2 • Por lo demostrado en el ~egundo paso9 podemos en~on

trar un pol,gono regular de 2m lados, inscrito en el c,rculo C2 , tal 

que, su !rea P satisfaga 

(l. 2) 

Consideremos un pol,gono regular de 2m lados, con &rea P1 , ins 

crito en el clrculo C1 , entonces por 1 o demostrado f!n el primer pa

so, se tiene 

y considerando (1.1) obtenemos 

e, . 
-e-;-

y ya que P1 < C1 , llegamos a P < ~ 3 , lo que contradice (1.2). En 

el segundo caso procediendo de manera completamente an&loga llega

mos también a ana contradicción. Por lo tanto, la pr~posición (1.0) 

es fa 1 s a y a s 1 c o ne 1 u ,i m o s 1 a p r u e b a de 1 Te o rema d e E u d o x o , 

Ahora consideraremos un problema en el que Arqu1medes usó con 

éxito impresionante consideraciones de tipo mecánico para el descu

brimiento de conocimientos matem~ticos~ En el problema que presen

taremos, se conjugan consideraciones mecánicas sencillas con intui

ciones.geométricas profundas acerca del §~ea, dando por resultado 

una obra maestra del pensamiento matemático griego. Primero prese~ 

taremos ccimo Arqufmedes descubre el valor del &rea del segmento pa-
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· rab61ico y posterformente daremos su dem~straci6n Pr1gurosa" del 

~esu 1 ta do, usando e 1 Métod,o .: de:. Exh ttác i ón de· Eudoxo ~· . 
". 1'·1 1 " • ' • ' .: .. ' l ' ' .• \ : •• ' ,• '.' : ' . "~·. ) .• 

El problema que se. propone Arquímedes es el de calcular el 
&rea de un segmento parabólico. Sea ~ste el dete~minado por el -
arco de parábola AB y 'el segmento de recta. AB. Sea C el punto m~ 
dio del segmento AB~ Sea D el punto de. intersección. de la. tangen 
te a la párábola en B con la recta paralela al eje de la parábola 
que; pasa por C y llamemos E al otro punto de inte~secci6n de esta 
recta con la parábola. Arquimed,es menciona, como un hecho ya cono . . . . 

cido en su época, que DE = EC. 
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(Problema 2.f Demostrar que DE= EC. lSe puede dar una demos
tración en la que no se.use Geometría Analítica?. 

Sea F el punto de intersección de l~< tangente con la recta· 
'ue pasa por A, paralela al eje de la pará'bola, y G el punto de 
intersección de esta recta con la determinada por los puntos By. 
L lt»mo el· triángulo FBA es semejante al triángulo. DBC y DE = EC, 

se ti~Be •ue FG = GA. Sea el punto H sobre 1~ recta que pasa por 
les .Jn.rntos B y E tal que G sea el punto medio del segmento BH. U

sand>O el argumento anterior par.a demostrar que FG = GA, se tiene 
que IJ = JK para cualquier otra recta pa~alela al eje de la pa-
ribol a. Sea l el punto de intersecciifl de esta recta cofl la pará 
bola. 

A continuaci6n A~quimedes demuestra que: 

HG • LK = GJ • I K ( 1 • 3) 

( Prob.lema 3.J Demostrar la relaci·ón HG • LK = GJ • IK. 

Arqu,medei consideri el .irea del segmento parab6li~o como la 
· 

11 suma i n f i n i ta 11 d e 1 a s l o n g i tu des d e t o do s · los s e g me n to s L K , e o -
rrespo~dientes a todas las rectas paralelas al eje d~ la parábola, 
y el área del triángulo FBA como la "suma infinita 11 de las longi
tudes de los segmentos IK~~ obtenidos al considerar todas las par~ 
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lelas' al ej·e. de la pa.rábo'ia que inteJ'sectan el segmentó A'B.; la'-: 

fórmula {l.3J re1ac:i(~fíla est~,~ ]101úag·itudes y· Arqr..iim~des la inter-

preta as1: 
. ,, ,·. 

Considérese JH como tH'1Jó\ pal21r1c1~'. con ¡:n.1ntó 'de ·apoyo eri G, e!!. 
tonces si consf~eramos LK como un peso colocado ~n H~ e ~K como 
u.n peso co1oir..ado en J~ tendremo:s ·ia pa1aílca en eqtd1ibrio, según 

la ley de la pala~ca en vista de la f6rmu1a (1.l)i De aqui, s~ 

ttene qüe la suma de las longitudes de los segmento~ LK colocada 
. en. H equ11ibrar5 a la suma de los segmen~os IK reposando en su -

punto ,medio, sobre e·1 putrito corresprond:iente J del segmentó BG •. -

Esta última dist1tibución de peso es equiva"lente a considerar to.

. dos los segmentos sobre el centro de gravedad del triángulo FBA, 
que estará colotado en el segmento 68 y s~rfi llamado Z, o sea el 
área· de.1 triángulo col«i.lcada en Z y por lo tanto tendremos que .. -

(Are~ del triingulo FBA) m GZ = (Area d~l. segmento par~b61~ 
co AEB) 0 GH. 

Arquímedes demuestra ahora ql!.le GZ 

· tanto: 

Area del segmento parab611co AEB 

'1, 

'I 
- J GB 1 = 3 GH y por 1 o 

1 = - Area del tri&ngulo FBA 3 .. 

que GZ :'.! ~- GIL 

Por Oltimo1 Arqu1medes relaciona las ireas de los triángulos 
FBA y AEB de la man~ra siguiente: primero demuestra que el Srea 
del triingul-0 AEB es la mitad del área del trii~gulo GBA y esia 

1 

área es a su vez la mitad del área del triángulo FBA: <:ons;ecu.ent 

mente, el área del triángulo AFB es cuatro ve.ces la del ttiángul 

AEB y de aqu, inferimos que: 
.r' ' 

•',, .·. 

TEOREMA 2. El área del ségmento pa.rabó1 it.o ·A.EB es igual 4 a -3 



(j s -

21 Are~ del tr1Sngulo AEB 

u,medes tiene unft idea tan desarroll~da 1 y 

ti~ tan actual, de lo que es una demostrnc16n matem tic0w • 1 

~;, ·¡ i!l! 11 ;r .iJ. l t~ s r a z tJ1 ri ci m ·¡ f\'~ n t ü ~1 · ic:i üi t E: r· ·¡ u V' e :i:; t: o m ti ~.2 11~ ¡~ J d u1. o \.J l » 

1: 1 ~\. e u b r ;; ., h r;; e h o s nu1 t t~ m ií t ·i t i:1 'S y chrnHH! s t r a I:" ~; t it: r itHH' e: rn Jj. ¡Hn ... 
dY·~ ;dC,·L 

d v.'·1gtn·o$iHnc:nti~ miltmN~~tico,, q1rn hace us(i d~d Mé!:ncfo dü ;1h. u ¡ 

a Eu xo, Pasemos a ver su demostrac16n. 

t T CION 
G e:; ~, s ·i d é: r e s e e 1 s: e g m %? n t t~ p a r ?i b ó ~ ·f e o d r::: t ~;- r t'\'I ·¡ n i1 d n p o ¡ · e, ·~ '/' e n 

e a par8bola AB y la cuerda AB. Por el puHto medio del ~2gm~nl 

cese una recta paralela al eje de la r· 
·~ _,,, 

1 µunto en que esta.recta inters~cta a la par&bola. Ento ce se 
uestra que la tangente a la par!bola en C es parale 6 al 1~ 

Tomando las paralelas al eje de la paribola que pasan por A 
y B e intersectindolas con la tangente en C, obtenemos un parale 
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logra.mo DEBA. Claramente, el triángulo ACB tiene la mitad del á

rea del paralelogramo Y la de Aste es mayor que la del segmento 
parabólico. Por lo tanto, el área del triángulo ACB es mayor que 

la mitad del irea del seg~ento parabólico. ~onsideremo~ ahora ~1 

segmento parab6lico determinado por el arco CB y el segmento ca, 
y construyamos el triingulo CFB de una manera anfiloga a la cons
t~ucci6n del triángulo ACB. Arquimedes. demuestra: 

A'r e a d e 1 t r i á n g u 1 o C F B = ~ Ar e a d e 1 t r i á n g u 1 o A e B .(1. 4:) 

En consecuencia el &rea de los t~i¡ngulos CFB y AGC es la -
cuarta parte del área del triingulo ACB. 

jProble~ill Demostrar la igualdad (1.4). 

Tenemos también que el área de cada uno de los triángulos·; 
6 CFB es mayor que la mitad del irea del correspondiente segment 
parabólico. Usando el mismo argumento que Eudoxo manejó en. el TE . * . . 
REMA 1. Arqu,medes demuestra que la diferencia entre el i~ea del 
segmento parabólico y la suma de.las ireas de un cierto paso de 
1 a d i v i s i ó n e n t r i á n g u 1 o s s e r á me no r q .u e u na e a n t fd ad a. a s i g n a e 
de ántemano~ esto es: 

Area del .segmento parab6lico-Area del .triángulo ACB - l Area dél 

triángulo ACB- ••• 

_ in A re a d e 1 t r i á n g u 1 o A e B < ci. 

llamando S1 al área del triángulo ACB, prueba a continuaci 

que para cualquier n. 

1 
~l t 4 131 t ' •• + 1 " ' + l ,1 .· } 4 4n 1-'l ·3 \..4n '31 = 3 fh ( l . 5) 

[Pro b 1 e m~= 8 . J Demostrar l a i gua l dad ( 1 . 5) 

D • 1 ° y· por f3 1 a~rea del segmento pare es1gnemos por si a 4i µl . e 
bélico en cuestión.· 




