LA DIFERENCIABILIDAD TERMINO A TERMINO DE

UNA SERIE DE POTENCIAS

Sergio E. zarantonello de Bafos*

‘En .una exposicifn introductoria del An&lisis Cocmplejo
es fundamental presentar, inmediatamente despu&s de introducida
la definicién de derivada compleja, una mixima variedad de ejem
plos de funciones analiticas. Una manera efectiva de lograr es-
te prop6sito es demostrando que una serie de potencias puede di
ferenciaxse término a término. La demostracién usual ({1, Th.2,
p-39] , [5, pp. 67-68] , ['6, Th.10.6, p.215]), si®bien elemental,
es de carfcter mas .bien técnicqzy esgncialmente distinta dgl
método que generalmente se sigue péra tratar el caso de una va-
riable real [3, p.396] , basado en el Teorema Fundamental del
Cdlculo Integral Un enfoque diferente {2, Th.2, p.159} , {4,
Th.5;, p.77]} consiste en:tomar el Teorema de Morera como punto
de partida, de donde .resulta la-diferenciabilidad de una serie
de potencias consecuencia inmediata. pero demasiada tardia para.
ser de m&xima utilidad. El propésito de este articulo es demos-
trar en forma:'elemental y 1ibreade_di§icultadesvtécnicas{;que_;

una serie de potencias puede diferenciarse término a término.
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Un minimo de integracién, gque desarrollamos en el texto, es
esencial; esta, sin_embargo, puede inferirse del caso real y
es de un caricter muy elemental. Respecto al lector supondre-
mos una familiaridad con el concepto de convergencia uniforme
y con los resultados bésicos respecto al disco y radio de con-

vergencia de una serie de potencias.

En lo que sigue, representamos mediante {a,bl al seg-
mento lineal limitado por los puntos a, b del plano complejo.
Si f es una funcibn continua de valores complejos definida en
[a,bl, indicamos a la integral definida (b—a)% f [a+ (b-a) tldt
con el simbolo z f(z)dz. Supongamos ahora que 2 es un dominio
del plano complejo, [a,bl un segmento lineal contenido en {1, ¥y
f una funcién contfinua de valores complejos, con antiderivada

F.en 2, i.e, é% F(z) = £(z) para todo z en 2. Siendo g%FTa+arﬁJtI=

b
(b-a) f [a+(b-a)t ] , resulta J/ f(z)dz = F(b}-F{(a)
a

La férmula de Hadamard para el radio de convergencia de
@x© o«© -
una serie de potencias establece que ) a_(z-z_) y [ na (z-z -t
n o] n o
n=0 =1

tienen el mismo disco de convergencia D(zo;R), con modificacio-
nes obvias para los casos R=0 y R=®; por consiguiente, las su-

mas de ambas series son funciones continuas en D(ZO:R).
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Teorema. Si zoan(z zo) converge en D D(z0 R) con suma S(z),
entonces < §(z) = § na_(z-z )*7} para todo z en D.
e 2 4z =l n o) e —_—
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Demostracidn. Indiguemos mediante T(z) a la suma de ¥ nan(rﬂoﬁ
n=1



N
Para cada N =1,2, escribamos T, (z) = } na (z--z')n_l Y
N n o
n=1
N n
s (z) = ] a (z-z )",
N o B o
Fijemos zED y D'Cp, tal que D' es compacto y contiene

a z en su interior, y tomemos un nGmerc complejo Az tal gue

. d _ .
z+4A2€D . Debido a gque EE.SN(Z) = TN(z), Y que TN tiende a T

uniformemente en subconjuntos compactos de D, podemos escribir

S{z+Az) - S(2z2) SN(z+Az) -’SN(z) 1 z+AzZ 1 z+zAz
= lim =~ lim [ TN(C)dl; = -/ T(g)dc.
Az N-+co Az AZ N+ Z Az z

Por consiguiente

S{z+4z) - S(z) 1 z+Az
- T(z) =} — J[iT(5)-T(2)] dz|s max|T(zi-T(z)].
Az Az 2z

telz,z+Az)

La continuidad uniforme de T en D' implica

S(z+Az)-S(z)

lim - T{z) |=0, completando la demostracién.
Az~+0 - Az
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